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出 版 说 明 


”于 一 套 书 是 根据 日 本 岩 波 书 店 出 版 的 “现代 应 用 数学 讲座 ” 硕 
PERDE. Hochsdt1548 0080,44 A BAR, ARAR BE 
dede tae f] —JH8 EL 49-8: PHI RM o Der e, 整理 成 42 8b, 不 
SAIRE, MRE. 

”这 次 书 涉 及 的 面 很 广 ,其 内 容 都 和 现代 科学 技术 害 妇 有关, 有 
一 定 容 尖 价值。 每 一 本 书 收集 的 资料 都 比 迷 直 富 ,而 叙述 扼 要 , 息 
幅 不 多 ,有 利于 读者 以 较 短 时 间 掌 握 有 关 学 科 的 主要 内 容 。 员 然 ， 
这 套 书 的 某 些 观 点 不 尽 适 售 于 我 国 的 情况 ， 但 其 方法 可 供 参 考 。 
因此 ,翻译 出 版 这 一 套 书 , 对 我 国学 术 界 是 有 所 助 丛 的 。 

由 于 日 次 原 书 是 1957 年 起 以 讲座 形式 陆 千 出 版 的 ,写作 时 间 
和 篇 幅 的 限制 不 可 溃 锡 地 会 影响 原作 才 对 内 容 的 处 理 ， 为 了 尽 可 
ERDAN, PTT f ERR RR BE ERE ELE BE E 
Bea HARAXE e BEIRAR HON Z5 POERSE-- 03m 
fr, HH EROR. HORER RAE ERA, 在 文 内 过 于 
简略 或 不 足 的 地 方 溧 加 了 必要 的 注释 和 改正 原 书 中 存在 的 一 些 鱼 
误 。 和 希望 这 些 工作 能 对 芒 者 有 所 帮助 。 

承担 翻 座 和 校 关 的 同志 ,为 提高 书籍 的 质 量 付 出 了 巨大 劳动 ， 
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第 1 章 有 赋 范 空间 , Hilbert 空间 


TRE, RERED ERR ECPERUOOE REUS, 由 于 
AUT diez ATIS B XR EE — Ap38 ,— DD OBI xs 
hut. Piu, 如 所 周知 , 星子 力学 的 数学 精 构 恒 是 当 作 Hilbert 
空间 内 对 称 算 子 的 国有 值 问题 而 得 到 定型 化 的 。 在 本 章 里 , pra 
到 在 以 画 数 为 元 过 的 矢量 空间 内 引入 了 相当 于 “矢量 医 * 的 范 数 而 
Saut VEI, 以 及 定义 在 它 上 睾 的 加 法 算 子 的 汗 炳 性 。 由 于 
. 赋 范 空间 的 完备 性 在 理 恰 上 的 重要 意义 ， 我 们 志 将 讨 答 如 何在 赋 
葛 空 尚 内 按照 极限 入 法 附加 “理想 元 索 ” 而 将 典范 空间 完备 化 的 C 
办 法 。 


$1 R E E nj 


FEZN S DG AAD 为 系数 的 辑 歧 群 互 呀 做 矢量 空 
B] (linear space), ARER, X 是 对 于 加 法 cy RAA 
GAL SEE a 的 算法 oc 5 足下 而 通 常 矢量 算法 规则 的 集 : 


inc e, yEX, 0x o-c-yCc X,ozc X. ` AD) 
十 六 一 和 十 名 | o (1.2) 
— (e) += (yH, ' (1.8) 
XT: Ul 2, 2, 存在 一 个 但 也 只 有 一 个 | (1.4 
7 十 8 一 2 
并 化 一 由 | | (EL.5) 
at = (aB)«., | (1.6) 
a(t Hy) —aec oy, (l.7) 


(a+ B)s — an+ Ex, (1.8) 


T 
à BEN 3 


2 00 8813€ Rre, Hilbert m] 


JaJR-TU pr (L.4) Br ER y E zv Bass IDEM X ROWERSE 
的 事实 ， ER OG —ac— c PIKET sui, d EOM Is 
有 z-c0—z, F (1.8) gta—1,8——15f(0)7—2—2—0, NF 
(1.8) i 0 —0, B— —1f8kR(—0)5—-0—«s, Jm ^ IIR O, 6-2 
SEO, 一 w, 而 且 尽 管 应 用 时 算 规 旭 vc—9-«--(-1)y 部 不 会 产 
ER AREER BH a 


EO DParcBhBUoWIRTSCHOSPUPRRHBSCAE RB. 4 可 以 在 复 i 
UH P3235 SBRS DESCR. RE 


mA ”如 果 对 于 矢量 空间 X 的 各 元 ， EX PARc T Hs 
的 长 的 范 数 (norm) WELT A E, ARA o i PA 2e 
(normed space), 


jal] z-0, H lej —0 与 2—0 i, — (1.9) 


jz 和 i+ jy GAREA). (1.10) 
lasl = |a]. al. EN (E. il) 


. Si cia, p] si XE PA DE actas ERARAS (或 复 
TED ERE m O CER, Gp) (P) 200 -y Ea (Qa) (D) az (0 E | 


ini sup [20] ^ | (1.12) 
t5 pk — RACE « BRIR Otn [— «5, 1] ORLEA 
PESE, Ed r0) E- estal XUSK FERATE AERE lim eH, REST 


Cla, 8] PIKK rD PR IAE D TARE 6-0 apu =a) 70, gi 
tr ts E La BI B i mA RE [m | xr, 


FEE EFEN A) E P BO CAE MD B m (Oe HC (n, BY 


MR E 2LOS IEEE YE ta p — REI, | 
例 La, 让  BUÉEGOEGTDIB) (ay A) ESIE EAE (D EIIIERHEE 


而且 | e CO [2 XEXE ATH) ER: Lebesgue TUBPEARU, 3028 s (0) B32 ESI 


Falas B) , ERR (+y) (H =r) 3-9 (0, Cam) (D —ax(D A 


iei (f le las) (1.18) 


k à 


$1 Bb TG 5e M a 


Heitia., IBGEJLGBROERS5ERE £ 上 ,六 凑 什 都 为 0 内 2 SPEO Xd 
A AWATIE €. EBERT e 0 a vcodPenp —À 8. 
EEGH m e y, xX+y 也 属于 Lala, A) A lyi] ]5[9 
THARE., XH Sebwarz i TER 
UE. X3 eT e) 
| 65a] «s. | (£)g (D aa aay (f luo nar) 
(1.14) 
Har. 
Ice] Lope "oco icoae veo o at- Lol 
«ila 4 2j2||- tits dereispts 
gu- fm O. 10) maur. 
B3 La, D PVBEER FKH (x. O ASi (RED mp up 3x 
{H WE |10 i 4E 3X E TH] J&- Lebergne 3CEDE4RS 43x 35 (0) PI m t H FE 
L,(a, B) , ERR (+y) G) a (0) - y G) , (az) (£) =ar (0) E 


2 i 


r lz] =| læa) jae (1.15) 


HETRE. MEJLAR 1 上 ,图 数 值 痢 为 0 的 (0) NE O Ad 
看 ;从 而 把 在 几乎 全 体 的 + AREAREN sO H y OO RER. 

AA (R) GSO RER% m HERRAR Er 中 的 巡 通 域 。 定 义 子 
RE k AGERT BE (RED R S =S ry nn, zm) 的 生体 写作 
C*(Q), ER TET R pge (e), RTA as £02 40] SER 
$16 (closure) f 7 Go TS Oi 6r Gupport, ezrrier) 。 在 C*(R) HERE 
Ac D. PRAA I AR E y DR O, CRR (十 分 人 
=f œ) -g(2) , (af) G0) a f (2) ET 


1 1 
1 
— (n) 3 - 
zl; -( Z f 10621222), E 
da — dae» de IUD qnte ege Om, [从 | -2 Th 


O0 KERTAAN Aaea TA 
O mi B5 ex m» zz (rip, ttg IA) 2g Ht» PER E — 0 ny (RIFEBJISLN- 


ETE Ai E |z|- (241) Y rr JA 
fi [eme [jw | 


BEEF SUE. sind 


(1.16) 


4 第 1 章 REM, Hilbert 给 


RMAN SCR) , 
NE] ”和 ata, 8) 的 情形 一 样 ,由 于 , 
IN Df (2) + Dg (2) |3dz 4 Mescench iT. 


«f(f iore has) (f Doea) 
HAETAAN Eo 
(£o Dirichlet 式 的 范 数 RER 3 ESRSA GS k, An o RBEJ H 
EERI qit) —-00,7) 属于 CNR AR) EEP R--oE EH, EFIA 
—-0. RHR (a) = 了 (各) t AR R+ ELAT C, BREA NER 
HEFa. 这 逢 的 的 数 P600 BJ-EEÉESEBES HD iD Siagi), f a 
—af (z) Æ Dirichlet 式 的 范 数 


Fi =à C082 ea fde) ^ (1.17) 
E-r RA M. - 
m 6 Az (R} BT (2 是 在 # FERR R rp dg fete TE RUPEE AE 


上 下 = Ji ro Lie dy) «e, s=e+v ly, — (18) 


3c$h fo) Bib gy ASUR) , ASCR)BERR CF - 9) (0) — f (2) -g (D, (x f ie} 
一 wf (s) Eb (1.18) Bia, 这 可 以 和 Lyla, B) dol 
rd 

SEO RGERESC(HERERIN , eiT, gov ct teen, 前 例 5 便 是 这 
FEMALES RHEEN, a 可 在 复数 范 国 变 动 , 称 为 复 赋 范 鹤 间 。 


MURGEEXREMEOURRERAENQ UG zc AD XX 的 任意 两 点 
S, gl, WMR 


| dis(z, y) —1z— v], (1.19) 
RA EBRR EER ZR: 

dis(z, y) =0, H, dis(s, y) =0 dn s=y 等 价 ; (1.20) 

dis(z, y» —dis(y, t), , v (1.21) 


dis(s, z) «dis(m, y) -Fdis(y, z) (RES. (1.22) 
例如 由 1.10) 得 


mink M 


^m 


82 pre-Hilbert sg . 5 


]1e—2] - ]z—--y—2] x jeg] +y el, 
REE., AAE , diti e EES Tim dis (w, a) 
=0 FARAR lim v, =v (MEE ->2)， 、 

定理 1.1 |o] 作为 > 的 画 数 以 及 ar 4829 at m RRE 
gE, ÉJ 
ea, H fa ]—[el, (1.28) 
车 a.a, v5, Rid sell . (1.24) 
REB] 由 (tL.I0) 有 |zj 宇 zg 一 yi。， 于 此 以 x 一 y 代 sg 得 
je-v| 21e| — lol, 从 而 又 有 ly—ol>lyl— jel. R 4.11) 
Iz-y] — |y —e| 成立, 最 后 得 Es 
| Ced — slo i= leyl, (1.25) 
mj (1.29) 3& 9j ig, | 
E» | o — Antal s [Jam — etum | H- hart — anta 
= [a— a4 (EH jou] * To ah, 


右 动 第 一 项 ->0， 由 于 Los 1 有 界 , 右 过 第 二 项 地 -0 


$2 pre-Hilbert =Œ 


AHR AX XdxEEIBDOX HH a, y, npa GNE 
TENHA PRSY G0, 30 , HIER (2, 9) 29 m 53 y RUPES: 


(v, m) =0 H s-0.5 w, s) 一 0 等 价 ， (2.1) 
(zy) 二 (9, m) GEER), (2.2) 
(MH ta y) 一 (m, 9) + (Ua, V), (3.8). 
(am, y) —a(m, y). ， (2.4) 
由 于 以 上 的 条 件 可 知 下 而 的 关 采 出 成 立 : | 
(2, 914-- 3a) — (8, Ya) 十 ($, ya, (2.27) 
(Co ay) =al, y), (2.4^) 


3381.2 oj- (e, 2)? WR dA T 


I r T -— = 
mm i rnm lio lyin prar E T: nint | H 7 200 


H 


aud. ] 
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RERA 首先 证 明 Sehwarz qx 
(m, so slef Hull. (2.5) 
因为 对 于 任何 实数 大 它 的 二 次 式 
 (ed-AGn, Py, et - Ao, YY) 
= [m]?4- 2X | (m, 45 [PHA] Ge, 40 |? Br? 
总 c0, Bep mp 
| (m, y) t Je P | Go, y) I y] «0, 
从 而 当 |, 32 | 50 BEER EE (2.0) 5; 5028 10, 90 | -0 Ib, (2.5 BJ 
她 就 显然 。 因 此 得 
[etyl — (ey, s+ = el H a + (s, m) Hy P 
«ej T2121 ly 191 — Ox] t 19g. 


注 从 上 面 的 枉法 可 总 看 出 ， 在 (2.5) de E prBSHUEDRCT. x fv 的 
PREE ORE y RE c BAUER CE 0) f 


pre-Hilbert ÆR] —4 ARTE A An ^it CRT PLACE 
(2.3) ~ C.D WABE, 的 通过 lel 一 (e, 加 ?而 得 到， 划 此 空间 
$i pre-Hilbert Z9, 

例 1 E Lale, 8) 中 到 


(e, y) = f z (4) (dt, (2.6) 
8) 2 EDR) 中 取 
OD- D= 3 | DOJ) Dg, en 
(43. Æ Dirichlet FEA G. LT) gat PSI 
| Gs gm |. Ore, Ft, Ha fg) ds (2.8) 


狗 成 实 pre-Hilbert =f, 
Hi FALK 中 ,定义 


THE [f gas dy, s—z-Hiy. (2:9) 


O HAAPE., 一 一 校 省 福 


| $9 WERF, sium 7 
”在 这 时 积分 的 存在 性 由 (1.14) 型 的 Sehwarz 不 等 式 可 以 看 出 。 
定理 1.3 内 积 (x, 29 s, y EERS Bn 
FF Caw, Yy Bb Hmóm,w)—m 5. —— 
BERG ”由 定理 工 工 有 jae-]e]. ME h (2.5) 
| (8, Y) — Ens Ya) | 
= | (E, 30 — tas Y) - (Ens Y) — (Eu Ya) | 
一 | (wg 9) H Gus, Y— Ynt | 
« lee lydt is] 3 a Ar 
此 右边 >0 (m>), 
定理 1.4 在 pre-Hiperi =H, 
lety it leyl =le] iela 8, (2.10) 
(m, y) c ers le 
t — Gs -igl*—le—-4 —iv]1?i. 


(2: A1) 
KEA 根据 (2.2) (T) 


[etyl — (eg, st = 1a] Gr, $0 E Gr 29 lyi”, 
te 一 gg 上 = (c—y, e—43) = |«|?— (s, y) — (v. 2) - lyla. 
bi (2.30), FIFE, (2.10) 的 右边 为 
27 (e, y) + (9, 9) M i (m, M — 1g) 
4M -—EQGV-—1gy, r)} 
=H (e, y) + (gy, æ) + (9, y) — Qu, w) } = (m. y). 


53 MNF HARF | «^ 


CADO AuésEBH OX ATE O9 BE: 
we, yE D, Hj art lyg dD (3.1) 
HoF O 79 X RE PER] tlinear subspace), 


O RAAEN EREA RAAR HEARD 页 。 一 —HERiE 


M T 
= 
mM M HL — -r r nmm RR ERR ERR P m S  —ui rp 2L T gn RI Re n E 


il i 


P, 
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MERT HFX KFE DEEK s, AARE X 
CETIS X —)) HITR Te o 与 之 对 应 的 (广义 的 ) 夯 数 卫 满 
足 条 件 : | 

T (ac - By) —oTz-r BTy | .(8.2) 
Hi, T 2v A EXE (additive operator), 这 时 $05 9 
AB UD) = 19; y — Tm, «C C UD) £8 T 88 5E X XX (domain) 
AIEE range, Wertvorrat), ， 特 别 当 好 77) 属于 实数 体 ( 或 复数 
Bom. T RAMRAM, 
£4 i REG DOE UP Qcescl, 0ct«cl BOY A 
vG) — ['& e, 020): : 23.8) 
JE 3L— A Jp RC K, XT ae € C[0, 13,78 s € CEO, 1] 与 之 对 应 。 
(42 ERO, 且 对 于 每 个 + 人 8 € (0, 1], ib, AERE, N 
一 个 定义 在 CO, 世上 的 加 法 旗 画 。 
例 3 坐标 算 子 +， 对 于 eA) E Lala, D, DE i-z()€ La, 有 与 之 对 应 ; 
PE — T AREE EL T" £* 4 CEREM o (E Lala, 8) PRETE a G) € Da(a,B) 
成 并 的 全 体 v0. 因此 当 (e, DA AREMA Dt.) BARM Lala, 8) — de, 


ABM (a, 8) 为 无 限 区 间 时 ; DEO ela B) EFE. Ametsi] 


于 La (l4, œ), 4H trett) —i1-—1-7m Lol, =), 

例 ZEN d/d 对 于 DE Lala, Dir E Lola, 8) 
与 之 对 应, 得 一 加 法 算 了 于 ictd/dt, "EBQSE 3C bk $ G-1d/dt) AANA eo utt 
Er) E Lalas B) rfl iócidaQ/dé ET Lya, p) 的 人 生体 e, RE, BrE 
(x, 8) ETHER DCES, © (1d /dtoWI Lala, 8) Hi^ —d$k. 因为 到 处 不 可 微 的 过 
WENE TERN. | 

B5 国定 ?的 Estee 对 于 每 一 个 x0 Em 8), 让 (x， v) $n 
m) 对 应 ?到 得 一 个 以 Loa, 822958 SHE Ani ST VN. 


OWOIUOREGE WATT BED ERSTE ARS 
如 果 w,, SE DT) E ocw, Hind Ter oTe (8.4) 
而 定义 的 。 
i i. 


和 ^ 
ELTE REM P NM LL CT 一 --— -— 


—— I I —r—rT— mam 


B8 mMmHEHTF NHT 9 
定理 1.5 加 法 算 子 T 为 回炉 的 必要 丽 且 充分 的 条 件 是 : 存 
EES y E / 
XFF—U sc), [Te] «vlal. 8.5 ^ 
HER  djJbDERU.0—T(r—-)—Teo—Tes—O, (VEE R 
定 存在 点 列 Co): [Pep >>n]zsl; KAFEER A eO, 从 而 
可 以 考虑 一 zw Nn ee|， 这 时 由 于 [Penje 888 > 
— ugs —1/ n0, (Fy = GZn dm DIT, [7 Vn, 
因此 与 的 连 各 性 {在 0 处) 相连 反 。( 充 委任) 由 
pe 一 = 一 oo 一 oo 
"f EL HIS 
BREF duübESHLDENMESO)-X — 
T T 3e, CIE RUSUPE Rej [a] 在 以 原点 为 中 心 -个 径 为 1 的 球 
(o; [e] « 1) 二 的 有 界 性 等 价 的 ,因此 , DT) =X AER H 
算 子 称 为 有 界 加 法 算 子 ,或 简称 为 烧 性 算 子 ;对 于 这 立 的 了 工 , 称 


IT| — sup [Te (8.6) 
为 了 的 范 数 。 由 于 T 的 加 法 性 ， [Lu Janis E ZR : 
AP3-—8l cca, GN 本 人 | 雪子 2 (8.7y 
WEZ y 的 下 确 界 一 我 ， » 


DI 235 EPIIAPEGCNEOE PI, X PI 2 Z8 NE dE A DU. 在 例 2 
H, ATARAJIA yu dx 23 L, 3E US Or fe f, DUTEA MC iE E AUN 
r(5 € C[0, Lj TEE. 
tS Anc. 0) RARE HERAT 0 JARRET, HECASI 
«max (lal, |El), {E20 (a, 8) 为 无 限 区 所 ,有 则 华 标 算 子 上 RER, Ain 
LíO, RRR F] ea E) 
n=] Mi T? 
^» ox tni 


1 T 1 
有 dsi-([ na) ere, WERF fiee (f eras) i, 
TE taob, , 


10 第 1 章 BOWEN, Hilbert ah 
B3 DEAT d/d T PRE 3.1 所 夯 的 属于 LO, 1) 
PIU c, (0) , BR t7 以 外 都 有 lden (t) /d2| — 1, MT iden () /dt Bit 
f —1, XE Hi Te Ot 85 lim s(t) —0, H lim], || «0, si i-1d/d: 
TRECE 0 RRE) 


图 3.1 


AA WERE To (o9) RCEJMES ERR [Tn = 1 n9 | dd dl. | 
MEERN | T | «c BT, SEP EAE TERT A y0 时 Y 
4 T (y/|y1) = yi 22 — [e] 
TH. | | 
XCNCFO nik T H DO) 5 RD) AA 
P XE H3 JE Z AE EET | 
| in Tc—0, Hi z—0, |. (8.8) 
当下 条 件 满足 时 ,作为 映照 TP (o T2) ERT RA T 383m 
HAT MER 
= T3(Ts)—s, sE DTN; TO) =y, yE RT), (3.9) 
mH DO- =B, BOY =D), ae T 3k 8 T i38 
XY O o p 
A ELL APBA Ti MERT (1.2 如 时 一 ce aA co, 
RUE Laia, B) HM SIR CT i tddi HARAT. . MERSE a, A) ET 


1 RRRA e € L.Ca, B Rig T 0, ` 
定理 1.6 加 法 算 子 7 RAREN TER ie tY 
存在 正 数 ò, 使 得 i 
. 对 于 一 切 2E 人 DOT), HR qTe[m8fe]. ^—— (3.10  ——— 
征明 “由 定理 1 所 印 亲 能 得 。 i 


BO ERAAN 6< oo, RE t AT ie EEDE ( 实 必 有 办 的 )。， 


T T = 
b. m 7 4 i 
D ili i - T à La: dh ` + 
ETE eT img arhmFt o .- APPS m —- 一 


$4 Banach £st, Hilbert "tm —.€H 


Xr $05, DOSTI, EBT, ROSE, 这 
样 的 加 法 算 子 了 了 , 的 和 是 由 
CP -4- Sa —Tz-- Sz, ec 907 n $085) 
MEX, X aU EH 
| (a'I^w—aTxz,rccOumm, 
fBina-0, cf —0 (对 于 一 切 %E 子 xo 的 算 子 ) 
ix SLOPE, dm (OU EX, BEU 5 T SUE HI 
(UT) x -U(Ts) , DUT) = (2;2€ 9 (P) B. Tse $(U)) 
WEA. XKEUBIRSNARTNEAROIONENE, DAnER T=, U —i7'd/dt, 
BgUT-—TU Hpt. miit hug Heisenberg 关系 
(UT—TU)z—i?Ie, eC DUT) NDU). — (8.30) 
HE I BEHT SA eE X 仍旧 对 应 着 zw AEAT SLE 
DMA 18 (T) pfe X vp TR TT BA 7, 一般 通 过 人 = 了 TT" 
TEXT EDI YE SCBESURE, - | 


$4 Banach ZEB, Hilbert 2i 


MAAE Aei -A 的 点 到 (mJ Aud Ge Sx TX 585v, 那么 ;由 
|m, — es] — a. 4-9 — o] « [ms — m] 3- 12 — vule FT ECELB sU ER 
E Caueby efi TE i 

lim fts tnl|=0 (4.1) 
的 。 反 之 ,如果 对 于 满足 Cauchy 条 件 的 点 烈 fi, 总 存在 极 
Koc X, 使 得 lim [2,—2] —00 , 36 2, 3k EUIS Ze IX M8 
Banach 2. HAt, Banach ZR 4538 DORBIUL $6, e [A] , 9 
HARE BS TOT ELE Y BERE disi, 9) — jz vl 使 它 成 为 完备 
ES (complete) fp D& zx til), 又 完备 的 pre-Hilbert ZMA Hilbert 


Q ZEMRE sd gETDHJRSE ATAA: Wrlim jos 一 可 一 起 
lJimiz,—s1 —0, Rt |»—yj = 12-2. F2. y [n 240-7 [es 7 y [770 fF y. 


d 


12 — Aia BA Hilbert SEIN 
25 [H5]. 


t3 C[o, 8] 为 Banach ZEDH, 这 是 因为 根据 Cles, gl hii (0.12) 
PHE SC EAM elc EHNE Ca. 8] E9—3 065. 
例 LG, B) Zr Hilbert ie 


BEBE (L4 (0, 5) 的 完备 性 ) 如 果 La (as B RS oT Co.) HR 
Jim jen 一 on) 一 9， 那 勾 可 选 虹 适当 的 于 列 Gs) WE È Lu m tse. 
这 NER 因为 Lin. B) ERREZE MA | 
Ynti) = ERORE 2 [Twp E) Eny 00 | € La 8), 
且 由 三 角 不 等 式 (4.10) 有 
MEEDA Tm coo 
XN yal I0, dp Lebesgue-Fatou 定理 地 
flim we ydus ^ Cim yn c de lim f'y (otim lm Dus 
Bub (Cim s, codes dos + SM mu mm Ds < MOT Bon 1 
必 存在 有 限 的 lim Ya), MIRER ts 
Bann D mm (D+ S Gr, 0) 3 (2) 
Yeis ELJCBHRIEUM m.s (t) — lim e, 0) 必 € Loa, 月 。 这 是 因为 有 
[ NC [Ade [^ 55.) |1 dt C [ons M t 3 los, 7e D. 
HH Lebesgue-Fatou 定理 而 得 
2 J lst | lim Js, C) (dto [^ Bim 1. (8) 136 
< lim Ple... Pare (uns EL S] ins sl) 
的 毕 放 。 其 次 ,由 Lebesgrue- Faton SEENE 
jo zn m an — aud < : È enen EAE 


Ace SBT CIAR I AFRA S k— oo E 70, 因此 im. E 
一 0。 但 由 于 三 角 不 等 式 与 Cauchy 收 乱 条 件 


O pU IEBISECNE AA mi AE» 


$4 Banach Hi, Ibert SUN] 13 
| 25s — 2l = Tes a, Tx ^; Tm | < | ua 一 NE 十 TE um Emh 3 
VE TBBER m 53 k ARATIR AEE h BI lim ns. — l| 0. 
| WE E Lala, B) 中 TRE. xS 0) RR OAE LUE ET c(D 4 3B 7A 
有 适当 的 子 列 (r, CO Fille CF r0). 
£3 MVC Hilbert ZERR, 
BEA C4, CR) 的 宪 备 性 ) 如 果 LOO P3 ACRI LP. 00) 满足 Bm 上 fi 
一 f=0, RAIEN B3 3 98 (00) ER. e E FR ER e c ES UR DL 
f. (6) im f, G) WR TT E fe) [dr dyscoo, 因此, 如 能 指出 (5) E R 
的 单 值 正 刚性， 则 与 例 1 一 桩 可知 Him | fanal 50, Mmi A, 00 E56 i9, 


事实 上 :对 于 五 内 的 任意 开 圈 r-ri ar, FUE O ne zr, 开设 了 一 ro 
20, far | 
当 jsa Er 时 ,有 于 等 式 


fa G) — f eaf Lf GO) — fun dedy, (4.2) 


在 此 westy 一 Ly PUE Au CO E [2 tol ro a BT fu G) E 
Bt, A F0 也 在 |# 一 加 | er IERI, TE £0) YE R PRAE, SEG, 
关于 

(4.2) 的 征明 AARAA (uo) 3 [i — 2| «o 正则 时 有 ~ 


Joem ay SO Me Gy, waasi -Ly (4.2) 
MAGT , WRL S uR Taylor ERS 
FOD = 3e (w-3)", sf (wsl) s 
B 训 - 一 了 一 人 -HA —ly-—pexp(v —10), HF 
f 00) f (v) = D) eu raptim exp(v/ —1 (n—4)0) 
E Oca, 0 «8 2x h HL Slice CR ORC TER 
JJ aas 110 188 do f oto fY AC ide 
= S le, Jn 2) T aA] a) ]2, (4.3) 


Ai HRZ, Lla DEERAS ATELE Banach zi, 
£85 HTAR CÓ E, Dirichlet ERARA G1 y ER 


14 PiE RAHA, Dilbert 空间 


BAR. RAEE EKRA, BS (02922 - Lect c0 时 等 于 一 1， 
在 0<t<1l EEF LDR, h Lebesgue 积分 的 定义 , MTER 6-0 存 


Tre mL), 使 得 f a) -m (0) [3t <e, 又 由 Weierstrass 的 多 项 起 
BEEE (4:4 Hb n (0 ,使 得 sap [r0 一 po 从 | < (2-16)”。 从 而 因为 
(1a 0 — ps (0 [231 «5, REFERE 
f iso — gu (£) | (V E HN 6) de, 

JI | 

f eaim [t ees QD, f piim), 
HI y (D -g (0 =f" (e) pE) dt, iE latal .上 上 ， 

Iy(D ~ ga (t) |23= f (x (0 —p, 5) |" 
«P Lede | [f le (t) — p, (£) |*dt 


JB lim [^ 16) -到 从 Bat=0 Him [^ Jate) gi CO [4t 0 xs Bp 4 7 
式 序列 (a3 (0) 虽然 在 Dirichlet RIA 


(sepa 人 ee) 


HESTA Cauchy 收敛 条 件 ， BIEREN vC) = |#| REET C? 
3 IBS EE-- ERE - 
[FjEERE HE RI EHRE SOR) 不 完备 的 山子 。 


itg, 


85 xt o* tL 


因为 对 赋 范 窒 淹 内 定义 的 算 于 进行 分 析 研 究 时 用 到 种 种 的 极 
Ripi, 所 以 如 时 这 空间 不 完备 就 会 引起 不 便 。 从 基于 极 
限 不 完备 的 有 理 数 体 可 以 作出 完备 的 实数 体 ， 接 照 与 此 相同 的 想 
ETUATE AREZ Banach 空间 ,使 得 原 赋 范 空间 
是 这 个 Banach 空间 的 稠密 的 子安 间 ; 册 就 是 膏 , 对 不 完备 的 赋 范 
空间 添加 革 些 “理想 点 ”后 可 使 成 为 Banach 空间 ， 从 而 在 其 中 录 


" 
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QE HERES E. GDBISXEXEECIBOEGB, “理想 点 ”只 是 在 讨 

论 和 过程 中 执行 着 补 屿 的 中 轩 的 任务 ， 而 并 不 出 现在 实际 精 漳 的 形 
AIH, | 

EESHA  SWEDE—ARSEGARDUEB ESZEDBEOX, 证 我 
FPERRA TE -A BRA [c PAE Cauchy kagt 

,lim dis lw,, $4) 0 (6.1) 

ERIS d Uf ta tko 发 对 于 ic.) 5i (25) ,25 Tim dis(m,, ta) =O 

Br RREA ius] o 24}， 352.3538 WR Sd d: 


REC B (5.2) 
F mj ~ {Eas a H iei, (5.8) 
E itn) ~ de (Paha dtas H {eny i(m. (5.4) 


RERA 0m.) EMANA e, ETA EAA r 
元 来 的 新 的 空间 X. (m) 是 类 #5 的 一 个 代用 一 一 如 {zn} ~ (22, 
Ju (25) 也 是 # 的 代表 之 一 。 
An AR SL 35 2, 9 iB EE GE EO Fee {m}, Gn. 那么 
lim diz (Sn s, MER 
”征明 ”因为 由 三 角 不 等 式 有 
dis(z,, Ya) SAIS Ens Pm) HAIS Ens Yn) HAIS Ym Ya) s 
从 而 得 
dis (Tas Yn) TAIB Em Ym) S dis (wy Lu) -I-dis(gu, Va) , 
En 53 mH 38301. 
dis(2,, Ymd — dis (Mns Yn) Eig (my $4) 3-dia(9u, vd, 
故 
dig (En, Yn —dis(z,, gu) | «dis (&,, t) H-dis(g,, Ym) 0 
(n, m x06), 
HR, lim dis (za, y.) 的 能 和 c, y 的 代表 (0). (3 的 选取 无 闫 。 
REBA HE deci). (9. RI 


16 | 第 工 章 MUnssu, Hilbert £m 
dis {my Yn) «dis Cr Ty) +dis EH ga) J- dis (ns yn) 
的 右边 第 工 项 .第 3 项 一 0 (n—9),fX 
lim dis (Ens Sa) SE lim dis (05, Ma). 
同样 可 得 | 
lim dis(al, y.) x lim disiz,, 3.) y 
从 而 
Jim dis(a,, Yn) = lm dis (ah, y). 
因此 对 于 X 的 珊 点 e, y. WAEL 
dis (2, y) —lim dis (au, Ya) , (5.5) 
它 出 4 了 唯一 确定 。 搂 照 交 个 dis(z, 1), 生成 为 距离 空间 。 
WEB) BER dista, y) 20. 3 dis(z, y) = lim disen, Yn) =0 
-RR den o iyd, 82-9. ER iB. 5) 5 dise, 9a) — diss, Ta) 
可 以 竹田 dis(z, y) -dis(y, 2). 
ZATEA ATHE: BR {eE dy} Eys (cz, RI 
dis(z, 2) — lim dis (An, Za «; lim TEICA Ya) -- dis (Yas Zal} 
— dis(z, y) c dis(y, z). 
PEZE X 是 完备 的 。 
WEB] HER lim dis(z, Sm) 一 0。 从 每 一 类 和 中 各 选 一 个 代表 
(oi, gy etta gi?.-j. 因为 它们 都 满足 Uauchy KAR E, 
3b p i9. | 


m> k, 时 就 有 is (ag? cQ?) xni. (5 .8) 
ick. €$D. 7. Te. e] (b.T) 


ARKANA (ede X BRE, 首先 ; X 中 同一 点 2D Ban 
的 点 列 f 


(ois wies UR Wha c, (5.8) 


$5 5 和 TE 17 


EARRA Ane rid 3g vC? BIRA , 那么 由 (5.6 
' dis(z,, SED) = lit dis (s, a «n 1,- (5.9) 


Tu 


dis fP, cz) =dis (202, dir) 

«dis(Z$9, 2) --dis(Z,, Sm) + dis (En, TD) 

«dis (zn, Em) Tn 54m | 
从 而 (5.7) 满足 Onuchy 收 伍 条 件 。 ER'EBITELISISDU c. 那 么 由 
(5.9), | 
dis(Z, 2,) «:dis(z, a?) --dis(i?, Ta) 

xdis(z, $69) tnt, 
T LED ms EMA) — 
dis (ws 312) = lim dis(af2, e?) ; 
Tm 
s lim dis Grn wr) Hnt, 

有 DaisG 2) =0, (5.10) 


最 后 ;从 下 面 可 以 光田 OX T4 X RETE, E X &8 
任何 点 v, 存在 着 满足 (6,10) ijs soc X , m (D. 8 nf geo at? 的 
RRO, 因此, du Jt RTX pug a! Ap (m, 所 属 的 


(X. ERREI, A ETE 
| Xr osZ6scxXx (B .11) 
是 一 对 一 的 ,而 且 | | | 
dis(z', y") —dis(a, y^), , (5.12) 


不 仅 如 此 ,对 于 任 春 的 2EG 误 与 任意 的 8>0, 还 在 存 闭 满 足 
dis(z, ze<s Hu 7, C X. ALS REUE, 按照 对 应 (5.11), 空间 三 一 


F p 
Q pk EE — an EUER a2 96€ X, n] Ha bg Ai Tesis SRI 


dig($, 7,) --1im disizg, Ta), 
T= 


Bl 4] 满足 Cauchy Hak trak lim dis(m, 为) 二 0， 一 一 核 者 入 


1a 第 1 各 By. Milbert 经 疝 


对 一 地 等 距离 增 (满足 (0.12) i) IEE X 的 一 个 子 集 X', 而 且 
TEX REREH. Y X* 看 做 是 与 六 同一 的 , 便 得 下 面 的 定理 : 

E38 1.7 对 于 不 完备 的 距离 空间 X, 可 作 完 备 的 距 痊 空间 
和 ,使 得 下 一 对 一 旦 等 距 奖 地 对 应 六 X. 的 稠密 子 集 QU, 

A X 3638 X 的 完备 化 (completion), FEH XO zn 

赋 范 室 间 的 完备 化 不 完备 的 吴 苑 空间 OX, RER 
dis(z, y) — le— yl EAER Ze Ri Se efe ks Br BR BS X — X Ow 
作为 Banach =i. 

WEB] 05 (n) 及 {yw} EJ zcX 下 3E 训 的 代表 时 ， 
{ety VE Cauchy elita PE, AENA 

| (otya) — Go 二 3 二 js 一 oj 二 ly 一 各 | 一 0 (np moo), 
JE)R.35 (beim. 1Y 时 有 0-3 0 {En Hnt XX HH 
| (A — Gs) E md + hl (0799) 
可 以 看 出 , 从 而 可 以 定 尽 (由 类 和 与 4 中 一 确 宕 的 ) 合 有 {2; 十 yn} 
的 类 ?十 y， 同 样 地 可 以 定 尽 (由 类 2 唯一 确定 的 ) 含 有 {ozw} 的 类 
az, iiA ZR. 与 数 积 at 不 难看 出 X 是 矢量 空间 。 上 站 外 
[2| = im lel — lim dis(e,, 0) 

HEERE, XEUIEE EXE RUN OE RE, 也 是 容易 明白 的 , AI 
jt RREZE, mypELSB-FIIM RESCORAU RE WE ZEN. 所 以 还 是 
Banach =W, , 

pre-Hilberi 窑 障 的 完备 化 ”pre-Hilbert 空间 X 作为 赋 范 
空间 而 完备 化 后 所 得 的 X 是 Hilbert 空间 。 

MER] ”点 需 指出 这 Banach 空间 部 的 范 数 可 由 一 个 LESE: 
ERETT A (2.11) 可知 。 事 实 上 ,通过 

(æ, 4) 74 (|z4-]* — [8 — 9]? | 
+I (go ig -le —iy]5? (G.19) 

HET Eu BU, y). 


k 


n iind eT ee ee a om a ien a le = 一 “一 一 一 一 一 一 一 于 一 一 =- 一 一 一 一 3 人 


$5 5 4 dt 19 

N55. (2,2) - 4 (4]z|* —0-r2-0) — jel, eih i 一 Vv —1, 
ERX., h (2.10) £8 | 
|z-4-g([12- jz- 229-192, 
ATi 

(t, 2) 十 (gy, 2) | 

747 (]2-4-z|*—|2—2 [7 (1x7 $z P— 12 — 32] ) 
et lyt zj Ig—2I--gga-4212— 1g— $2 23- 


oa]! £49 j| - zE g) 
2 | wa 2 7 


«(prre - Ite D 
(EHE z). | 

TESEI y— O0, 更 注意 由 (5.18) 有 人 0, 2) 0, 38 
| | G, 3) -2 (5, 3). 


HEERA 
(z, 2) + (yy 2 


= (2 4-9, 2). 
Hi ERI ADDE DE GSUM, a, (ax, y) a (2, y) CS 因由 定理 1.1， 
[az--g|, lex —y| 关 于 e 是 连篇 的 , 连 闻 关系 (5.18) 便 知 对 一 切 
dct a, (am, y) -a(x, y) WEE. LRR [i] 一 入 
Gz, p 一 和 (Hiz-- y]? liz- ytti tsiy!— jiz- 4|?) 
—47 ([z— iz P— [zigi Hideg- 12—2153 
| —4(z, y) 
WEA os (a2, D —a (2, 9) dul. 同样 又 可 得 
(gy, D A^ (1g T 2|*— glydr yc)} — 
=4 ([na-g[*— [z—9124-$ CI8— iyi 124-9912) ] 
= (2,9). 
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TEG, 9) WEE PRUS M IR PE 


SE&HEBODIT SEX SESE ERA — BESSER A eC SE EL ER S 


fo A TEES Diriehiet 3C (2) RI 0) 
-. Of y (ef và à 
| (| E e» «( Qus E900 GO? | ds Jf 
ZUR, B pre-Eilbert £fe 3€ X HAJ (f. 00 1 HJE Cauchy 收 航 条 件 
lim jf,—f170. 3n Dico, B) 的 情形 (3 和 相仿 可 选取 适当 的 于 列 
Ux GM. 使 对 苑 通 的 = (ay 2) € R RIA 
lim fs, (&) = fola) 存在 ，| «G0 Jala) de o E 


tim | G9 C (9) ~fi (9) dz--0, 


0 Of gg, (5) 
(=) lira — x 


lm mf) 0-1, 2) FE, 
| [aa est fung 029) dz oe H 


[tim f [Urat - 0 ao — 9 aee 


- BPŽ Bii Ei i NRR REE 产 (5) y fea (8 ) Fa CO TE PERDER EI, 


此 时 不 一 定 有 

| fal) s BERG sin) 3 

i 

但 对 于 任何 一 个 在 R LABRE, EEST E PRSA JI E 
ZIHET 0 ERR COLBERT: DHR) EERO p(x) 总 有 

-[./- 4| cce 6-12 61 
成 立 。 因 为 p(m) 在 F IBERE 0, 由 分 部 积分 有 

-| fi | yin (ode, 


FEA noo 着 注意 (*) 便 得 (6.14), SERERE, 在 广义 轿 数 意义 QO 下,，f- 
XT os sl SHEER A fa. 


Jadre Hilbert 空间 H,COR) pra-Hilbert 空间 S708) Sej5 2X 


Ü 在 完备 北 而 得 的 演 Hilbert fflan HLCRO. RER Dy mE Euclid zip] 


Q EREM HERA YEN 


$5 完备 化 3] 
En" gp s, E CR) EJERT T T La GO PO Fn tm) = PT Tay ty Ty) a 1 
SE - 
Ir R f, Ino roast, 


poa = 


eh 中 ne us 


Arf. Dan ? 
HE Cauchy Herde fr Lm 一 J 站 jx 二 9 ， 和 前 1 相 辣 ,如果 选取 适当 的 子 
FI (£460 }， 可 使 对 于 殖 沁 的 ze R, 

lim £0 f, (2) = f9 (e) € Hy (R) = 1,00€ 


存在 + 在 有 此 器 


|e] = > Ep, 
AyD 的 元 过 SO 00) ER RU Boi uL SO, IBEe RREA PRG 
ZH k ELARGIR AMAT HE) = LR), Mou gu S) Br 
HHE pio 有 


| ro (x) + DO (i) dx 
= (正直 | JOa pade, sl (5.15) 
REEERE P G | 
DO FO (ag) 一 F9 (a , (B.16) 


fpsk Do fO 3 f 的 强 候 导数 。 如 土 所 壕 , 有 DOLEO e- 
、. 完备 忙 的 全 3 Hilbert SM E.) ÆR LEF Cr Hie 
i=( m f, DOF [as au 
的 了 的 人体 丰 一 pre-Hilbert zx M], 3& v Bil 6 46 EJA Be oe FRJ, mm 
H, (R) = Hi (R) = EC) , [But k>l Bp CR) $0 H,0O) 一 般 是 相 异 的 。 这 
是 因为 后 者 专 指 C IPERDRISDE SECTEIESI 五 BOT. OR. IE Eg Ric egt 


间接 | ie RIBE. 尽管 如 此 , HQ) BUR JR / Gn) 当 [o] e e gas JO 
Df (s) € b(Ry, | 


9 | [SOc 


第 2 章 - 射影 ，Riesz 定理 


在 Hilbert 容 因 里 和 在 Euclid 空间 里 一 冬 可 以 定义 正 射影 
的 概念 。 ARRIA ARED P. Riesz 的 定理 , "Us Dp UR 
Hilbert 窑 间 里 的 有 界 加 法 渤 Fo) 都 可 由 内 积 (e, v) 的 形式 
EH. EARRA Hilbert 空 闻 中 研讨 固有 入 问题 的 基础 ， 
通过 Aronszajn HIRERE ARR SURG SHE y E A da 
表现 。 此 外 措 助 于 Milgram-Lax 5EHEIGSEU XR: HRA 
“分 方程 解 的 存在 定理 。 


$6 581 K 


EZ Bo, yE pre-Hilbert 空间 互 的 元 素 ;, Anf (o, y) —0, 
便 称 矢量 > 和 矢量 y IESE, MS ey. Ano by, IMEA y.La, 
对 于 互 的 子 集 M KEE, 和 M. 的 所 有 元 素 正 变 的 esE X 的 僵 体 
Mi= {æ; ely, yEM} ` (6.1) 
称 为 M BEIM orthogonal complement), i: 
ERL 如 于 为 Hiibert Zi, M Mh OX FAN, 并 
HERE | 
-- EH M 为 子 实则 可 由 (人 3) —0,. a y) =Q (ons 
Hasta, Y) 一 0 Wem. A PAUEUSRESHE GEM 1.3), M 成 为 下 
9 ER 4e MAEAEA c T DOE] M f PRESE Ah, 
o JuSES E UENHBOSEVESEE. 
定理 2.2% 对 于 和 Hilbert Ze] X PRAPTA M, M 
含有 不 为 0 WE. 、， 
EE) EREM, BEEE 


$0650 X 23 
(y—2; cc M1 — K, 
HE XE (convex) ffs , Pilke 
| 如 果 c,wCcEK,3523 5 12e20, d 
az4- (I —a)w c K, 
| SESC B.WERz—4—-31,90—34—9,. ACEM G=, 2) f ast (1—o)w 
=4 —iac 4-(1— aa], mic. mg, Fam 4-(1—am)w34] c M. 
A 


(6.2) 


a=inf |z| -infig—2], 
FH M 的 点 齐 (o, PE limlgy 一 中 =a, p1(2.10), 
| E Ca — En | y — c yd -| 于 | 
3 77— 9 


TH [5] (0, 2,2 /2 t . M , BA ER (6.2), ly — Tte | na, Pt HE 


? 


2 | 
Jim [5^8 E e d 


BB 4e.) 满足 Üauchy je SCARPE. CE OME [RM B 56d d, lim ty 
= aE M, ARAB ili, 因 g— «.. 一 OERA =E 7-4, 0 (noo) 得 
lim yos) ~ 一 一 Zw 由 定理 1.1 洽 有 


a limly 一 oj [y =el l. 


因此 ;由 y CAM. Je ouc M, WE o0, Ay 0, : 
HER RMRH 2EM RABAT, BUTSA Hec NM 
RF, to HADEM, Mm A, 
a* x. ly — (2, HAD I= ț |2 Am]? — (z— Am, 2 ME) 
= |z AG, 2) 一 入 (wy z) 4X g^. 
E] (42, DE Gr, 2) 2M (2, 26, Ha-1z|l, AEJ 
zl 2A R (z, 2) 2-0, 
(€ RE, YEAR B ERREARI 


- — ———— -— ——— — 7 


LL a r o a pa da mk REPE VEU Ubi E 


54 t guns HE., Rim ZA 
HEA DIEREN, 2) —0. Dis (EXER, 又 可 得 
Sn, m) —0, ii (2, 0) —0, EAE LT, 
— E23 gt M X Hilbert ZERO X KHA T zx Bt, 期 任意 的 
y € X 可 唯一 地 牙 名 为 | 
g-—cr-z, tE M, 2€ M+, 
ER EMAX, myg M, IMAN amari ns 
Y= Ea H Y — Baa) (6.3) 


EBRIA RE y C M, WA y F0 ARAR ER C 


E M=X, Hy= yti RARE, AR REME -RER i T A 
H TES | 
qg-—c'2-z, CEM, EMT, 4 
3b 3l o2 —2—zBERBTMXBITM:,JAm-9, 8] ese, 
g— zt. 
射影 Gg (6.3) 中 了 的 名 称 为 YY 在 六 上 的 射影 ， ne 29 
£$—PM)g; ig POM) 称 为 射影 算 子 (projector) 。 
定理 2.4 射影 算 子 尸 为 有 界 算 子 ,有 满足 00 
P=P (HPE), (6.4) 
(Pe, y) - (e, Py) (对 称 性 ); (6.5) 
反之 ,在 Hilbert 空间 满足 (6. 4),(6. 辐 的 有 界 算 子 卫 为 射影 算 子 。 
ER (6.4 HIRRET AHA, 又 由 射影 的 定义 ， 对 于 
BUHI VC XCH 


PMyTt PM y —g, |. (6.6) 

Hid PO») LPM) y 3&8 

(POM)s, y) =(P Qf)o, PUODg POL) y) 
—(P(M)s, PLM V) 
—(POM)s--P(MIov, P(M)y) 
= (c, PCM)a), 


LLLI ALL — -= 
c u ma- — - - LLL - 一 一 目 


$7 Biez 定理 25 


其 次 POM) 的 加 法 性 由 修 解 个 .3) 的 唯一 性 容易 看 出 。 事 实 - 上 ， 
di g—c--2,cC M,zC Me R w-—u-- 9, uC M, oC M^ $8 y rw 
= (sH + (+o), euE M, ecco Mi, X P(M) HAJ HE 
由 
el?= EP (AD e - P CE) el 

—(PC(M)a-- P (MDa, P(UM)e P (Ma) 
= (P (Ms + PM e] = POR «i? 
nj 13 H8 £3. | 

逆 命 题 部 分 的 证 明 ， 雷 了 omui S(P)—M,. 52.ÀT 
是 加 法 算 子 ;, 故 M 是 一 个 子 空 次 。 如 sec M, Rb e= Py) P 
一 Ps, Am vC M 与 e Pr 是 等 价 的 ,于 是 M AATA 
虚 可 以 这 样 省 出 , 即 融 (.) C M Hs, i P HAREE 

Py, Min Py =y. 

Aij. P—PMD BRENK ih iT Hfr: 如 vC M, 则 Pese 
—P(M)s, X du yc Mt, Bj P(M)y —0, m H.3XiH di F (Py, Py) 
— (y, Py) — (y, Py) —0, 也 有 Poy=0， 因 站 根据 (6.0) RE P 与 
PGD 的 加 法 性 得 PPM), | 


87 Riesz 定理 t 


jERE2.D (F. Riesz) 对 于 在 Hilbert zef.X LE p 
加 法 活 国 füe).TFAEPÉ-—- By y,c. X. 

Fp) = wy YA, vc X (7 . 1) 
BO. c p - 

三 明 ” 宙 于 .8 DHHS, M= {e F —0) AAF 
zs [8] o 因为 在 SE zz 鸠 情形 只 需 在 中 .1 中 取 和 0 就 可 以 了 ， 
MR E Gr) 50, 从 而 M XX, 由 定理 2.2, 满足 voc M* 
A lyo =1 B5 vo FE, I ER f Gu A0, E 


2n 第 4 音 H, Ke 定理 


pn -= f (Yo) Vos 、 (7.2) 
这 就 是 所 求 的 。 首先 ,加 swE 开 或 8 一 agoy HBAR TE) 一 (0. 9p). 
其 沉 , 对 于 尾音 的 2， 如 久 zo 一 一 yo (9) /f (yo) , RJ f (99) —0. M, 
H EM. pir 
O= F (a9) = (Eo yp) = Qr. YA 一 (Vo, 90 f O F Yo 
= (a y) — F E, 
WE TDR un 其 唯一 性 可 这 样 看 出 : E O, y) — 
. Gr, y), Hl yv vr RUBER e XESC, Arii y; — y; —0. 
W 本 定理 的 省 例题 让 #43 的 例 届 ) 中 已 指出 。 双 6 的 渚 定理 对 于 实 
Hilbert 空间 也 成 立 是 不 待 赂 的 ，。 


£8 Aronszajn WREE, Bergman fric i 


Riesz 定理 是 Hilbert ze Ea Bud. T opRixE XU 

就 Aronszajn ARER MAR, 
HERHEL (WekcQkh Eee Q LARE Ard o3 E 
了 (ww) ARRA X 构成 一 个 Hilbert 空间 ,和 井 将 其 内 积 (f, 9) 8 Mc 
(f g)— FG», g(2). . . (8.1 


”以 标明 它 是 4 的 画 数 了 (wm) i3 ge) 的 内 积 。 这 时 如 果 两 变数 


z, yC Q WAHR E w, y) 满足 条 件 : 
AFEC O, Kv, y) TES o RHR F X - (8.2) 
对 于 尾 甩 的 YE 上 与 任意 的 了 ^ 
fa) = GF, Eo,9))a 
iis K 3X; X KAE (reproducing kernel), MjinpxH 
| fü = E w, yr fia. (8.8) 
ATE AEA MEA TINTA ER. 
定理 2.6 X pA K 存在 的 必要 而 且 充 分 的 荣 件 为 : 对 
FARR yc 0, 存在 和 fe€X 无 甘 的 常数 On 使 得 


(8.8) 


$8 Aronsajn fy gri, Pergutan inpEcpgi a? 
If uo OV: EFI. FEX (8.4) 
Jur MENAR E, BEA OK 被 唯一 地 确定 。 
RERA CVETO X fF = (Fw), Kr, v9). M E Bowarz 
PRA (2.5) 得 


| Fégo) Ld Fl QE GS Yo), K (E, 9))2 


=I Fl E (yos yo) *. (8.5) 
( 充 寻 性 h Riesz 定理 2.5, 在 于 中 存在 唯一 的 9, (0, 
EFFEX, | 
f (29) = Cf (2), gy, Eaa (8.6) 
因此 ,只 需 取 K w, y) =p) 就 行 了 。 | 
定理 2.6” 3u X 中 再 生 核 K 存在 ， n2. 


"PA | F Yo) | jm A os m)? " (8.7) 
并且 实际 到 这 max Bu] ENT fr PRISE l 
folw) =pE (0, y) /K Wos so), lel -1, (8.8) 


EM (8.5) RENE sup |f (go) |< K (o, 9). Edo 


3E 1.2 的 注 , 在 (8.5) 中 等 号 成 立 仅 限于 了 (2) AK (n, yo) 的 情 
形 , 湛 中 和 为 某 常 数 。 在 此 附加 上 |=1 的 条 件 就 有 


L= [hol GE (2, Yo), K (e, yo) E= [Ao| K (wo, n)? ; 


B) Ao] =E (gos m) ;从 而 得 fo (2) pE (n, yo) /K (os 2) 5. 
Bergman ARREDRE EHZ h (4.2) 和 定理 2.6 

可 知 A3 CR) 有 再 生 核 ,我 们 将 这 再 生 核 表 为 Kn (2, 2), HIREA 

关于 区 域 RR 的 Bergman Hitt, KaG, 2) 具有 下 面 定理 所 显 

未 的 画 数 葵 的 意义 。 

定理 2.? gt Ro cp BRSSAMSÓIGRODUXUGA, Hn CR, 


28 Haw ME, cies vui 


Hil Riemann IESJEJETE 86 ar 3B EME- 3E HU ERE S ao — Fo 2520), | 


"RR —34g— Bibi B8 w ZR AE HOP [RE wl < 之 pr .上 ; 同时 满足 
Folosit) =0, (dfo(25 29) /d2) ..,—1, (8.9) 
Zi K, H fo ZDAR 
fo(g5 29) =E n (29, ay? Epit, z9)dt, 
VE Hb RERUM Tr IE R yide o 到 2 的 有 长 则 线 上 取 积 牙 
的 。 7. 
ES 合 所 有 在 五 内 单 值 正则 .号 满 足 产 (2) € ASQ) X 


f(5)-—0, fF'(20) =1 (8.10) 


WERS O 的 全体 为 NC), EP N QR). PERRET O , 作 

4-|l PG [sdg— hf, s—m-iy. (8-11) 
A, tof C) i ROB w ZRT P ERR (8. n ERA 
FH eG n ERAR). KERIA 


0 — f (2) =u, yatini, y), 
Hh Cauchy-Riemann 微 牙 方程 


Wa = Vy WS — ta 
E Jacobi 行列 式 | 
eu, v) Lm a ep =t 本 : ZZ. . n" 
Go, y t tt ur d-up- u+ d0, [1 F a) | 
WS Á | Ou, vy) de dy 
| i. go O(z, y) 
pl | 


ed umi n 


起 Riemann WIRES E w —fo(z; žo) HIE H AA uon, 
那么 和 上 面 一 样 得 着 


(v, y) iat (antia 
de dy Bu, v Md". |p (wo) P du dv 


—— ———Àr A —nr — n" — Màn iE m —— p — ”人 


"Tr 


1 
1 a , 
T rw rum j 2o mme — € _ — —— 


$8 Aronszafjn rM M, Bergman Heme 29 
而 有 | 
- Ji F (p 0) |^ | p' (w) | dudu, w=u+iv, (8.12) 


[15] Bg 


A Fw) —f(piw), W Fw) = f (p w)) p (w), Ag w| < 过 pr - 
Egi (8.955 (8.10), Fix) 的 Taylor 展开 具有 形式 : 


F (w) =w Sout (8.13) 
PA w 项 开始 的 ， 从 历 用 类 但 于 得 至 导 .3 引 叶 所 用 的 斋 Sie HB 
A= | |F" (w) | iude [f 1-3 Sl ne, wr "dude | 


(W| nn [ac | kota 
- [7 acf" [e Sele} a6 oie S1 om los gt. 


因此 当 f (2) 在 9L CR). 中 变动 时 14, 的 最 小 值 为 wo， 而且 这 个 最 
小 值 当 Flw) =F (0)) —w I ugs f) m fol 20) 时 被 达 
E. | | | 、 
HE, ATO 4E FG CR), de GA, g(), 9h 
A Ay 1g (]—1, HB dnb ETBHSHIS, As mph, 所 
以 在 所 有 适合 条 件 
(29) 0, ç (#0) >0 县 Ir = 
PRIEREZ gC) 中 , 使 17 (O| BE ERR K fi 1A 
=1/ A5 pz 的 ,限于 e 
ffo (2) = folz; 2o) /vv Än fot n) [V Ep, 
Hth E 2.6', a 
gu) = (x pi) dfo (z; eo) /da — MK r(e, 2) / Kn (os z), 

[4| —1, 

在 此 分 ?一 %, 由 {8.9， . 
(AA o pg) em Kg (2o, 20) / K y (29 a) - Ka (5 D, 


40 | A2ae ES Rie 定理 
从 面 得 
Qfo(25 29) / dz — In (2, 29) / K n (Eos 29). 


89 对 于 Dirichlet AARNA EH 


Green 的 积分 公式 讼 证 为 槛 中 的 有 界 区 域 , HRA hit 
OR Bv Be 26H BEEERO gd ST RES Ar EESCER EE v (e) = U, 23). 
wo (m) =w (£5, Ta) ÆR 内 局 于 2 ， Bn UH —p HERB aA, H 
p, w ERER RR 十 B88 上 属于 OS, Ép v, w JE Uns Vas Was Wn TE 
HRI RAOR 上 速 继 ,那么 对 于 拉 普 控 斯 算 子 
4 —0*/0ri 4-03 eiS 4, , 
典 分 部 积分 可 香 


| o» dud das |: vli ds— -| (au os, F Ur Wan) dede, (B, 1) 

此 | - 

但 0/0» 为 在 8 nm Pa ims HER AS Ig 3 25 fig of SS, ds 
X OR 上 的 弧 长 元 素 。 由 (9. D ,还 成 立 | 

| p (v. dw — w Jv) da ds = -| (v 22 — w22) ds, (9.9) 

L u= 4u(x)—qix)ticxgqixr—0 m Groen 面 数 与 Neu. 

mann Hk 如 9 在 皇 内 属于 C”， MRAR Ji SP ER ZI, 


BAREEN Le i$ Green WEE G (s, ) 及 Nemani 
BEEN (n, y) 9 


G (m, y) ~ale, yì loer it, y) 31b (m, y), ale, 


» (9.8) 
N Gr, y) —a(2, y) log r (dy y) THe, y), eim, j= r Dar 


Q NERO IR HR 
© BgoluEH G F. D. Duff: Partial Diferential Equations (Toronto, 
1956), P. iB7., ， ， 


-rr -rr e e oe e elle 


&9 对 了 于 Dirichleb AASA 81 


其 中 rle, y) (es 92) (ra 93) 93, XXE a 0,6 E e (74,23); 
Y= (Yi ys) & FT RHR 时 属于 O3, B. | 
25 y EER TEA c EARTE E h, ER IAS 
L,G(m,)-—0, LN (æ, y) —0, 
Jiu yE R, H35 EaR HA 
Gm, y) =0, ƏN (m, s) /Ov —0, = (9.b) 
L.«—0 的 解 的 表示 “ 今 考 察 Lu=0 的 在 尺 二 8R 上 属于 O 
的 解 wtw) 。 在 卫 内 任意 取 定 一 点 YO' BJ. E xd ML ym X wn ub. 


| (9.4) 


Ji 5A s Y ERSEBS[BIDURBEBRRUDUEAOU R, WEK ik En 


ve(z) =G le, y 9, «w(z) =u) 3:h (9.2): 
i (VL —w Lm) des das = [| (os Aw— Ww do) da, dar, 
f: Rs 


3w 8v Ow Boy, 
T Lom wv ds NE o wo )ds, 


上 上 式 的 左边 =0， 右 过 第 一 项 -| u-OG (e, y% /Ov ds, IHEYO 
为 中 心 冯 图 周 上 的 部 分 , 由 于 异 极 坐标 7exp( — 18) 有 93/8» 
z-Q/Or, ds—r dO, i 2$ v—0 Ir (o4? 时， 
G (a, 99?) zx (225) log rt + b (y9, y, 
^ EG (e, y) /Or (Ba (a, 49?) /Br) log ri 
| — (22) 3&1 0b (z, y) /Br, 
BI HEX 25 56-0 ERENER 
z =— (2a) |" u= ig), 
Jil SUB v. St 8R 上 点 Y 的 内 法 能 ,用 % RE, 
的 一 | ua) "0G (e, y) /evandss. (9.6) 
lib RETER EuR Fo) Xy, Lo 一 0 的 Diriehlet H 


iiim etre ai à A i. " am OM 


32 ” %2% pE, Rie 定理 
题 的 解 0 u(r) Mi TRH: | 
ula) =| FOIA (y, a) /0v,ds,. (9.7) 
同样 地 也 可 得 到 
wg) —[ NC, 9) Bula) vads, (9.8) 


E Jb, Kr E T E R E 0u/2v,. IS fi 9 (0), RN Luo bu Neu- 


mann 问题 时 , 它 的 解 v(o) 由 
ula) =- | Ny, 2) gO) «ds, (9.9) 


ie. | `, 


Green HAA Neumann 夯 数 的 对 称 性 

Ge, =F, m), N(ms,y)—N(g,w) X (9.10) 
可 如 下 证明 : MA RI HC y, 223 rho 4e E AE R e BS IE S (y; e), 
S (2; 83), EA R ARAPE , JR. o (8) G (y, 2) , wla) 
=Q (z, e) 而 启用 地 .分 


jl (ve Lao — w. Lo) da, di 
R—&(y; 55—58(275) 


rr | | (o do — e Api da, da. 
R-S e)— B2; €) | 2 


di 0 ERE ds— I. ace (? x LE da 


i Qn 
NAKC e» A ^. we EXE 


左边 一 0, 右边 第 一 项 也 一 0. .又 右边 第 二 、 第 三 项 和 (9.6) 的 导出 
一 禅 , 当 e0 M 
= ~w) to =G, y) -FG(g, 2), — 
从 而 得 Ge y) -G(y, 办 同样 可 得 入 (Vy, 2) 9 N Gs 9). 
^ 4B 如 条 在 在 的 髓 。 一 一 | | 


RUE 


£9 对 于 Dirichlet 式 范 数 的 理 生 楼 33 


Dirichlet 式 范 数 的 再 生 核 HG, y) 的 对 称 性 与 0.6), 


WEF Lu=0 HE RAER LET C BV 有 


um =f u0) Gte, y) vurde -10 
同样 有 | 
um) —| N (2, y) uly) /avyrdsy — . (9.12) 
可 是 由 N (e, y) Bo iE tS (9.5) GE OR. iii s ON (o, y) /Ov, 
=0) 得 到 
0= |] an ON (2, gy) vds, (9.18) 


JA (9. 11) 9X (9.18) Bi Aa 
对 于 Let 一 0 的 和解 ww) 有 | 
uz) 一 -| wt) OK (m, y) /Ov,-ds,, | (9.14) 
Tu K (o, y) =N (e, y) -G(m, y). | 
中介 .8 立交 看 上 出， 下 v, y C E--OER Ib, XE EK (m, y) 属于 03. x 


ERX G HAA logro 与 N KEHEE alog r HMEN 


Mutat, BEDURUR (9.1) 55 (9.14), 
|| «Gh 4 K (os yay dus —u (2) 


- — ff (en Ke po, E Gag ag, 


I 


MARE || un DK (ns dydyn 并 注意 LKE (o, y) =0, 


uim) — EK (o, y) ; u(y)), 1B 


| (9.15) 
E (vg), w(g)) = || oswa tvy tq (0) vw) ded, 


这 样 便 得 到 下 面 的 定理 。 
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定理 2.8 关于 Diriohlet 式 的 内 积 Elow), ww), 核 
K (v, y) - N (a, y) ~G (e, y), F Lu du—g(z)yu—0HBgfER 
RTO’, E ERE+R AT O HA u 起 着 再 生 核 向 作用 。 

HERE Dirichlet WALKERA ”现在 来 就 解 粮 定 了 在 
OK 上 vw) Bü fu) 后 , Lew 二 0 的 Dirichlet HE., XFL 
fæ) 为 演 值 而 在 了 二 BR ELT O y EE AAF), h (9.1) 
有 | 


BE (ws9) ,F (9) = — || E W) CALK Qs) —a 0) K (wy) adir 


一 | FO) AK (e, y) /£v,-ds,. 


右边 第 一 项 由 于 积分 内 的 因子 { 1-0, 而 整个 积分 为 0， 由 
(0.14), 右边 第 二 项 就 是 所 求 Diriohlet 间 题 的 解 uw). 故 所 求 
8g ux) 为 
u(g) = HK (s, 4), FO). (9.16) 
再 生 核 在 Neumann HALHA AujÉZG (9.2): 
v(a) 一 (y, 2), wia) —u(z) (L,u—0 HR), WMA 


{E w» D Lon lw) —u(o) LaK (y, 0)) dos das 


E . 


-| (K (q, 9) Arula) —u (8) AK (y, 网 ) da, des 


-一 | ct, E ua E90 yas, 
的 左边 一 0， 又 有 边 由 于 (9.14) 而 
=- K Dd uy) 


M. eT aR E Ou/Ov, Bafil 0(2) Ei, LQu—0 的 Neumann 
EHEH ux) 也 可 异 青 上 生 核 K (v, 4) 表示 为 


LI 
r rm mm'e A 


$9 对 于 Dirichlet 式 范 数 的 再 生 核 eb 


wm = 一 | sQ-K(m yd. (9.17) 


Ld 一 9 的 解 空间 的 完备 性 Laus 的 所 有 在 BR 上 展 于 0 ， 
在 RJOOR 属于 C pf uw) AAE Dirichlet 式 的 范 数 


qul — Eu, u)* 形成 一 个 虐 范 实 间 8 (C5) ， 在 定理 2.8 里 ,我 们 


在 不 骨 奈 明 这 荆 范 空 酒 的 完备 性 之 前 已 求 由 了 再 生 和 楼 区 (w, y). 
如 果 利 用 这 表示 定理 , 38A GR Zx IIS (L,) 的 完备 性 (从 而 成 为 
Hilbert ZEB) TT An F RERS: 
Bt ta (0) ES a) 满足 Cauchy Vc fic A PF lim] v, — mi = 0, 
因为 | l E 
tin (m) Un (m) m EE (m, H) y ts) — Um (9) , 
由 Bolowarz 水价 式 得 
a (0) Um (8) | E (m, y) fy ts Cn m n) T, 
其 此 Ele, ph 是 把 K(o, y) 当 作 3 的 图 数 而 作 的 Dirichlet 3X 
范 数 EE (m, g), K (o, y), JA (u,(2)) dE R *b— 3 lic &. 
同样 因为 EM 
0 (Un (i5) — Un (m)) /Bm — E (OK (m, y) /Om, et. (9) —thn n), 
{8u /92m} BIRETE R i—i ho LIT (076,/02 0v) 也 是 如 
Pt. JA lim u, (2) —w(2) d R+2R 上 属于 Co, 而 且 有 02/29, 
— lim Bu /Bm 0*u/Ov,0r, — lim 0?u,/0v,0r, ,因此 在 方程 Du, =0 
p iE noo d Daum, | 
ZR BDDEAGR Green WEGE Neumann Mkt up BD HEcK HA RDEOR 


E(t, t, FEASA 5. Bergman: Kernel funetions and differential 
equntions (New York, 1953), 276 REL, 


4 
T rr hr 


PSr EZA, 基肥 


随 着 Fourier Sfr D E, HA T HEERA DOIEGTIÉ 
数 柔 展开 BS ROTE "EI fI TAS BRHBCR RES B Taylor RN o 
REREH zx [8] rh SLACT 3E SS , ur E x TER ira d 
副 的 万 是 Bessel 不 竺 式 世 及 体 更 正 变 系 的 完全 性 的 Parseval $% 
Ao Amm A HI IESP AE B EUER 399 2. dili Ss B (R13) Hilbert 空间 
n] fs RRRA ZEE (CA) 浴 表 示 ， 此 和 分 再 生 核 节 可 具体 的 作出 水 。 


E s 10 Schmidt 的 正 交 化 


RAI 矢量 空间 的 元 三， Sas ty zm DIRE META 3p 3E 4B 
EE t c ME RIPE 不 全 为 OR REMA 2 om 0, 反之 ,如 
适当 的 选取 不 从 为 0 的 系数 mm, oa …， om 可 使 > cum 一 0, 便 称 
矢量 9a, S3, h Emn ZJRETETIR A. | 

WORRIES — pre-Hilbert 空间 X HT {IWER 

4 a-8, ) 
Ü aß 
kE, {ro MARATE SA (orthonorma] system) ` 

TA 3. 1(E. Schmidt) gi pre-Hilbert Zz[l] X 的 有 限 个 或 
RPSCA- ISO Gb) BH 8 B A, {由} tO EAA 
ks. ff MEO BI EE REPE LH CREE AMA EZR Up: BE 

每 个 p 都 是 ha ba, V dr ARE OREL H. 
每 个 Jn 都 是 Qa, Qa c» gr 的 线性 组 合 。 
BERA KAE c - 


(Dar a) -ao 一 | (10.1) 


} (10.2) 


$410 Schmidt MESE 37 


= bil. 
Qa Cha— (Pa, 301) hha (Qa, pp) pals 


pa= (ha D) (Pos Pm) 94) / 15 — 22 (hos Pn) Pal. 
"—— ii r0, Bib hint +0 而 oi HRS. - 
同样 作 pa Bt, BOJBOSAR SE 关 0 的 原因 可 由 da 与 a 是 线性 独 开 的 
假定 看 出 。 Wib, BF pa JE ya 与 p: WWE i. Ej ^ Eg EE PEE BT 
£r Bx dis DIERA pi 与 pa BEBE Er, P fI E C Vs FETARE 
30., LUPA DUBITA EEA o. FRETA D. 

{g 为 就 范 正 交 系 的 证明 Aleli 是 显然 的 ;其 次 由 于 
i EUH (9a, p1) —0,fit (ps, 91) =0. AMAA (pa $3 =0, 仿 此 
UC Os. $1) 一 日 + (Pas qai) =0, M (eos, 91)—0 有 有 《Js 
93) 70, 以下 依次 得 (ys, P) —0, s (pw pa) =0。 仿 此 熔 于 也 
可 得 (pr 69-0 (3. 

最 后 ,由 于 oi AHE, (10.2) 是 显然 的 3 

作为 正 交 化 之 例 的 Legendre 和 多项式 -isisi LIE 
独立 的 


M, 


1, 5, Ë, 
de L4 -1, DREMENE, f — Legendre ZES? P, (i) 
的 正 数 人 悦 
Pa, ze (P) - (s 1Y p.e) -(n*3) ul.- e" 10.3) 
BEDS. TEESE IE 2IR (0. (D). 
RERA 4r(^—0)"—F(», ERE QUO AES T- (—1) 次 的 多 
HR, A BP. QUA (£) 20,38 SE BIER ZI E | 


| a QO FQ) dte  QFeco- Q' pon -DF ]. BE 


38 $33t ERF, BE 
因此 上 内 L, f …， 0 ARIANE n KEER p. 0) WEER 
FPE Pas Pr) 0 MEM) SFAW Oas 0.) —1 figs ET S 
EA AREA Aria, 187 HO., 

Hermite 名 项 式 及 Laguerre &rBzt MLW, TE 
Pat o, oo) HR 

g i fg "m ` P6 TER "a 

EAC ERRA Hermite 多 顶 式 H, O WERK 

一 


= (2a) nD De Set?) 《04 
所 往 戌 的 就 范 正 交 系 。 又 在 La(0, co) en 
0713. dg 1 2. eeu, Pg, enn 
ERE E Laguerre 多 顶 式 Da (2) 
Pa, za 5) = L4) — (Nn!) e" T2 i") (10.5) 
MERRE EE R. 


$11 Bessel PÆ, Parsevgl 等 式 


定理 3.29 WE (o) 是 pre-Hilbert ZW X YRA I3, 
那么 对 于 任意 的 了 E X, Bessel TE 

21, p) xL (11.1) 

成 立 。 | 

HERI 如 记 (f, p) =f iSi A f£ XY (od ig Fourier 式 


© XOT Us) RARER, RRN Cos EH (I) EHE FE BIS, a 
5E b. £x Pos Pi y Pr Je 1, Lgr in PIEERENIAR. WD 四 为 | EHEER, 
Fr ELE IEEE; MX Eg. Ej te 4. A 1, Ta e, UI Au Pos iE: Ey Hy $E DE 3H €. —— HE 
*i : 


$11 Beeael 不 等 去， 上 arteval SE; go 
|f -2 ap = ( f— 2,09 了 一 210494) 
= 3afc-Xsfe- Mal. 


Br EA 
FS fT S LAPSI AP f= 90 
| (11.9) 

由 此 


0«|f- Siro IEP- 3) AP Gm p). 01.8 
WO OX X Hilbert Ze RI A n>m, 划 和 -上面 同 样 地 得 到 
IS Ao X fal 3 fil”, 由 是 可 知 了 关于 (p) 的 Fourier 
REA 


àMecdm$iAe A= o^ 14 
Bik B | 
|f — $e. = |77- -5 fel’ |. 1.5) 


Ay. fi RA S RTP) i A Fourier 式 系 数 。 
Parseval 等 式 ， 完 全 就 范 正 交 系 ”等 式 


-Xel =o, (1 /P-21AI d1.6) 
BUS ParsevalSEzb, IDSI-T-—BU)8y SEX, G1. ORRE Mts 
f-3fhe i.e») a1.7) 
XI— 8] f € X Minore AGREES (9) FORES R. 
完全 就 范 正 交 系 的 例 


£L di Weierstrass PAIE ERO FE —1«1 EXER 
FERIRE cl 加 与 任何 :> 入 可 选取 多项式 pO? (0, 42:88 Bic 0 —p Q)| 


€ AKAR BAHEA, S2] NL. 


40 IfRSIÉ EXA, H 
«55, LH Lebesgne 积分 的 定义 ,对 于 任何 € Dat l, 1) 4fEfS] e 0, 总 
TARE —l«ctenl ERE < 从 使 得 F AE) et) ae, 因为 
pO (H IA (10. 3) RER v IE ATIRAR mi y am ERR 

LAO - Sas pez Ò Eel le- S asc D? 

(e? 十 gig i F 
BHEE fa 3 f OP os re C) Y Fourier RRE AIh 01.2) 48 
Fh AIT $ apres, 

ST RP, r (Ò HE Da C-l, 卫 中 构成 党 至 就范 正 交 系 。 

例 2 — fS | | > 

F s t, Ursini, JH eont, ain ni,- (I1.8) 
在 aeuum 上 构成 就 范 正 奖 采 ,一 右面 , 对 于 以 3 DADE SCRI 8 
数 c (0) 与 任何 s> 0 ATIE YERA. DERRER A pO 0), iH supe (b 
—p'9 (9) | « (e(22)-1) 6 , 另 一 方面 ,对 于 任 次 的 /€ Lá — x, x) pih Lebesgue 
EAM SC, B TAANA 2 REEE e( obe" 1/60) 一 elt) [dt 
因此 ,和 例 1 同样 ;可知 ( 了 1.8) 在 TJ Cc, n) PAD EAREN A, 

此 欠 , 也 可 以 证 明 Hermite BE (10. 4) ZE Da ( — o , o2) Rf Lagnerre 
ERR (00. 5) de L.(0, oo) pH AMEER. 

TJERA WREE e H t A EAO E z, 
HIT X 钢 柱 何 元 了 与 任何 6 汪 0,， 总 可 在 { 籽 中 找到 满足 
Lf ya s 6 的 Ius LB REBRLDE 42 Un A hp E (dense) JA X 
时 做 可 分 (separaple) 的 。 

可 分 Hilbert AM f 

6411 Lala, 站 EA. E E i — 09 cacB« oc, BIB A ITE 


JE Lala, REEI s> 0 由 Weierstrass 的 多 项 起 近似 定理 总 可 选 多 项 式 
pO (9) 48 |f — p | «e. 出 于 所 有 膝 数 的 实 部 和 媚 部 为 有 课 烤 的 参 项 式 ,其 


O B+ HHT, N B, i 
Q Hu] 与. epä: Orthogonal Polynomiais (New York, 1899}. 


` 
ln PO CMM — =- — — -.." - ` - - - Hh oW 


$141 besme FEA, Pamore SA 41 
DRETTEN, FRIGUS AED CR-EIAOS ATAT. Jes NTEN 
f EL- ee) 与 任何 a0, 取 % 到 分 大 就 有 | Oje, 但 因 


Lj —n, n) 是 可 分 的 ， 故 在 Io Coon, n) PUE RE RI BC TC (o1 ioa, e 
Ta 一 OR. AEEA 
1 gi (0) 248] «m, 
we- lo 24 [2| n, 
那么 ,由 于 
-e= f" iro -smormee[ grep 


BIB. n EA EERE i CREE SOR EE e 

同样 也 可 证 明 Za (6, 8) 的 可 分 性 。 - 

例 8 Hy(E") 是 可 分 的 。 间 实 ; HUS) 也 是 可 分 的 。 

NER BE HEAREN, 由 于 也 E 9-09 foU Em 的 有 界 明 
集 , 内 要 整数 BUE Ee] zn 就 有 £D 0. APRN GO 与 任 
XEM 6 0, TEMEA p (2) — pO 7. zw) ;使 得 


FUR [a] 一 23 sechs 对 于 DY c Dim /dep 
XD sup| DOS (s) — Dp (a) | «s, 
这 事实 的 起 阴 后 面 绸 补 述 。 由 这 事实 立即 得 
phn =( Dfa (Df (a) — Dep (a) ans) 
«GEf | 外 < 天 的 = 的 个 数 ]) xsx | — de, 1.9) 


系数 从 是 和 有 有理数 的 负 元 黎 项 式 的 全 体 是 可 数 的 , SEEDS iP (e) Fisl, 8, 
于 每 个 s GO 与 正 整数 ma j, 在 满足 
[Ff — 2:471 
Oni BE SR CTI «2——28REXO BS £c $7009 rog HIM fusus. KI 
个 他 sm 小 在 范 数 | DLESERSCT BUE $7, Hà (L1.9*) 显然 可 见 , 从 而 Aa (E) 
是 可 分 的 。 
(11.9) nya HB, SRR DEL m—22€3THH. X fü) € 2" (EX ERE 


1 ee fen 
; mln - (4t) 1-2) Qr- 9 
PG,y D -(s7--) [P fes eee 99 dtdr taam 


(11.9) 


42 、 AER EAM, EE 
BpX fede 各 = 和 企 一 全 /3w t. m= NT, 
Fs, Y4 E) =a rr Fata t£, y 2i £)e  "dtidg, 


因此 , 利用 [^ [^ «ir asas e 得 到 
|E (æ, 9,0 ~ fi, v) | 
ct J- - | |7 a | y 2o. t) — f (n, y) e-t- didn 


r aai MIN 
CIHRMASII H 


HUP OBSALB ec ATR a E 7-y co i LF f 0,9) 
PIBS ITEE T EATR ty ORF (5. 90 260. 
X BT FUGERE NIU IUS EH 54815 


Om E Ge. s. d) — Qni. G, n) g- OCDE 
EM c (zz " =) i JA ^ OphOWq" "dein 


(E 0 B) 
Qtr fn, Y) 
yn. (£50 时 ) 
xx UR) EI 
Cit hüg-iGUr— Fr (a1) £d, Qro ag UE t cg» EE 


qom 
PEE ER. ETE, 可 知 当 站 0 BESTE Gy) —308b 
On imP (xg, 0) / Cappa Oa f (m3 3) / Orga, 
5-— HB. F.v.0,12 0 hE e, v BIB TC AE HEAR (LL 310 ERE, 
"i BT EIE ERRARE T. y 的 效 纤 也 是 贫 徽 分 可 能 的 ， 这 从 了 是 有 界 敬 数 
的 党 实 和 不 难 明 向 。 从 而 FG, y, 04 27 0 Ela] <c | xo RESET, y 
的 正 划 画 数 。 因 此 对 于 任意 的 #>0, 在 |z|2+ [y | Acn. BOSE ELT BOE fic fS 
Taylor JF 


eu T ui 


F (Ey Yy t= > > Ug G) ehyn- s, 


T 


是 可 能 的 。 
ELT, RBABEGEGR YEZSROREIIE ÉE 8. 再 对 这 去 取 Ei y, to 的 
Taylor ET 8*8 05 STS, 这 样 得 到 的 多 项 式 p (加 必然 泗 足 (11.9) , 


Rr. Hs 


£11 Pemel ati, Parseval Eo 4g 


同样 可 知 Dirichlet 式 肤 范 空间 是 可 分 的 。 至 于 AAAH 
TEG 1D. 

定理 8.3 对 于 可 分 Hilbert 空间 X, —5E PLAE H 26 38 21 
lod EOS ER EAA EE A Ro 

丁 明 ” 识 {} 由 至 多 可 数 个 元 组成 , $RXE h A Ru 
Ki HII Yis Yas tU Xhi Akiti e. EK Xis I Ung ram. mmo 
RIEA n fp Bi Ae HAREA (4n) EE C9.) fili t 
独立 的 而 县 任何 u TRARA P. 的 线性 组 合 。 

人 守 按 定理 8.1 由 (50 ERER (p. 9525 (o. E d 5C 
AG. 事实 上 , WTAE Bu fCOX BSR 80, RAE xs E 
F-aj Bion TENAR d, 从 而 出 是 有 限 个 p BUE 
tS, ARFER os TR ES 


If — S agit 
Ei UT Ai Gs o0 f (10:2) 
-Spd < 21d o. 
出 于 se>0 的 任意 性 , (1.6) 必 成 过 。 0000 
可 妇 Hilbert 空间 的 具体 表示 。 让 我 们 按 X 的 一 个 完 至 就 
ETE (9) € 3 f € X TA Fourier 式 展开 ; f= iHe xd 


BA JEX, ARAIRE A 
iu £—1f), g^ (gà UB g= (g, v0), RU 
af -- Bg» lofci-Bgd , Hy Parseval SRL OR | (3 11 


Lf SAT 
反之 ， A TIRE MUI oo iS Cf. E 


4 SERB py TAHES. 车 gi} 由 具备 有 有 限 个 (例如 ， m 2, R) X -E 
TELE som). ——BCSit 


iks, -一 * "umma 


44 5 37K FEEF., EIE 


fo- 3 fos 
352. BT ied 的 就 范 正 交 性 、 当 ncm, 
p -ff 一 | 3 fedt > 1). 


Aim CPU) E SES HS X HIS E Cauchy NK CÓ PR, 因此 , ux 
f-ümf", H h AREER HEA 


(f, p) - lim (P9, o) -Tim(3 fios. e) f. 
这 就 是 能 , 对 于 满足 S | 及 | coo C ,存在 着 恰好 以 访 为 其 第 
iA Fourier RAMIS EX. | 

不 仅 如 此 , d: [f]? — S0 LAUS, 对 应 f» C00 JEN 
这 样 一 灯 , 所 有 满足 01 [fi Eoo KRAAS CF h e 4e i 
m | 
afa TH = afit Bg}, LiF} i> wp 
dns] (11:11) 858, JE — 4 X E] 48 By Hilbert x M (0. R 


36, dm AREBUIUB FERE. fus o fs) 的 至 体 按照 - 面 算法 泪 作 
是 Hilbert Ze BIBE 4/4 828 (5 ()) ts. m 


$12 PE EHZBUETE X, Hergman 
TREE RU RLAE ER 


定理 3.4 加 果 具 有 再 竺 核 K (e, y) 的 Hilbert 空间 X 是 可 
AFIN SH XI A BHEBISCACID IESEÓR (0, 


21e) Fi) 关于 每 个 0 y KAHH =K (0, y), | 
E . (12. 1) 
[sit lim |K (e, y) — Sov (8) g«(9) |. 0. 


O (JEA X TRE. AEREA CD. 10) Br E Pott, 


FETTE 


+ 


$12 BEER (EX-R, Bergman Mtygfray EL Ee 45 
IE HTK Gy y) ERE SES e A, K (o, y) i 
Fourier GR AK 0.8029 
(K (2, $9, pE) 9). 
Et; (12. 1) i s FARE. 
就 一 般 具 有 再 生 核 下 (e, y) i X REE, | 
A limjf (æ) — fi (Œ) |. 0, | | 
其 关于 每 个 < 有 lir f. (w) =f (2), 
这 是 因为 依 Bchwars 不 等 式 得 
(Fe) — fim) | 一 | 一 下 的 政司， w) yl 
«fet FO lr (Eua) LE (y,2))2 
= |fa— fÍ E (w,2)} 


(12.2) 


Bkit, MAh (2.1) BP ARER E, 


Bergman 核 男 数 的 具体 卖 示 HA 4s() 的 完 笃 就 范 正 交 
3& (o0) 可 以 照 下 面 的 方式 作出 , 放 由 前 定理 , A(R) RIBER ， 
El Bergman BS VR Ze BS EUR deor HAHA, 
性 取 一 点 2E 卫 ,在 属于 AaCE) 的 函数 9 G2) F JLA E 
g (29) —0, g' (29) 一 日 7D (3) —0, g (25) —1 
的 这 种 g (2) nya kat uy FO (n0, 13, 0. fr T G2)" /nlisiE 
(12.9) ,n] AFT REEI, TE P dE 


| Ga2.3) 


jol —inflg] GR—m") (12.4) 
HS gu (z) 唯一 -存在 。 以 此 所 和 作 的 . 
{Pn 2) Fa, 2,5 e» (2) = fa-1 (z) / LAE | 2. 5) 
JE Aali) BEDRE ERA. 


证明 ”由 于 F” 是 中 集合 ， 和 在 定理 2.2 的 证 其 LR, 
打 适 当地 选取 FUÉ 的 丙 数 列 a XET- IDE (CE2.4) B3 2. H C 
ga (2) C As CIAR 


-rr —3 — - = = = = = nu n m Á 一 - 2 - - - - - — EA 


46 Hax ERF, AGE 
tim |g, G) — A) Itm [| 19.9) ~a G) doy =0. 
je 


1B EDGE TP E FRU EB. JF (2) vU 2), RAREN EA ER YER 
的 任意 阴 因 |x 一 | 5 上 一 致 地 有 fim (2) —g. 02. Bat 
于 正如 画 数列 的 逐 项 微分 定理 也有 lim MP? (24) — gi? Ga). Tr a= 26 
[ES REGERE Pu (2). gu) 也 满足 a3. 8) 3X gR E88 o, (2) C F9, 

ACA ,我 个 指出 

R F a) EAR), B f Go) — f! (o) m m fF uy) =>] 
HA, (Fs fa) =O, 
对 于 任何 常数 a, 由 于 oO) tafa crm, 
(mI 1g, taf |? — ataf, 9a taf) 
= (m)?--aCf, ga) aa P) - le] airi. 
EAER, N a 一 (9 O N RE 
0x — ja HII, 

MIT da Am0, ARMO, 3522548094, JP) —0. -F3E (L2. 6) 
MES > 

E Emu DLE HP gQ0) RUE Um Bu. SESC OE, jm 
g.G)c FO Bg] —m^ 382. BP gi G)-- 91 CO — f (2) Ea. 6) 
Bad TE BECA. 9 — 0, MEA C. go —0, A fe E= C.) 
— (F, gn) 7-0, 

H (12.6) pna (p. (2 是 ALCR) BOB EIER o irum 
h(z) € s R) H Fourier 3X BE 31-35 


halim S1 (o, ou) ps. ( 范 数 | [REDE ERR , 
利用 (4.2) 可 知 在 含 于 瑟 内 部 的 任何 闭 疼 2—2! <3 E BOR 


lim 之 (, ps) Pu) ^h. (2. 


(12.6) 


£12 EAR BÁASLR,. Borgman REESE GG AT 


潜能 指出 如 (2) (2) AU (ga OO 3 OUSE SOR BL HR 
n» (z) =h (x) Blk Ho 决定 常数 ak (b 1, 2, ery £) Ed 


f.G) — 3 dtes 6) (12.7) 

满足 条 件 | | | | 
(d^ f, (2) /da 二 一 机 一 (d^À (2) / da") =F; (m = G, 1, 2s “ 6 —1) 3 
(12.8) 


Xt, SE. n Er 
X akpa (z0) hg) 


Š - . 
T aigh (s) =K G9) 


> g gg-D (Zo) — AG-D (zo) 
来 求 未 知 数 忆 就 可 以 了 。 由 于 ps 的 EF”, ik 
(160) palz0) galo) 
Pi (2) Qa(zo) ps (2o) 


第 中 国 呈 卫生 


= Q1 (29) qb (o) ph (29) 540, 


Pi Y Apoc fe vr epe MÉ M B wr 488, 
"ic Rl ] | | 
a= (h, p) | (&—1, 2, 0, 8). (12.9) 
HEE, dT (12.89 J£:0)8 (12.6) 43. 
(f,—h, gr) =0 (k=0, 1, +, e—1), 
B. Ssh, o) 0 (E-1,2, =, 9), B] (12.9) 胸章。 因此 有 


fi =h (e) = > (h, px) gx, Tfj 
(d "Rh, (2) /dz") ss = (d"h(z) /dz*),.., — (m0, 1, 2, --, s—1), 


ig AIA EA. EAE 
并 且 因 为 在 含 于 呈 内 部 的 附加 1: 一 %| <ò E — SO limh, CP) 
= dos (x) 3 CX TL 3, 

[im (dh (2) /dz") sen (dA, (2) /de") sa, 
从 而 在 Roue RüBS A (2) 5j A.) YE 2-29 OARRA RA E 
一 致 的 , i& h(2) 5 hel) fg z= 2 B Taylor 展开 一 致 而 不 能 不 有 
hz) =h {2), 


q mm 


注 关于 Diriehlet ARH BEAEBOZE RE Bergman (E 2- ASIH) e 
$13 Banaehzr[BlEgEJE 


基底 的 定义 ”对 于 Banach 空间 X QUEE X RRAPI 
I RE: | 
对 于 任意 的 x, 存在 唯一 -确定 的 系数 列 女 中 
dE 2-2 £pi, 也 就 是 tim ja > Ep —0 | 
tr. ER (OX X 的 基底 (base) 。 
例如 Hilbert Zi X 的 完全 就 范 正 交 柔 便 是 X HEE., Gs 
g17(1,0, 0, =}, ga= (0, 1, 0, 0, =), 3 
Pa= (0, 0, =, 0, 1,0, 0, --). (ELSE mH RE D, 
作为 o B83E RE 
CHO, 了 的 基底 BAE sisi DB ERE 
f, 1—6iuoo (2) 5: Sp (D) Uatt) 5 ao (E), ai (E), Waali Wes (D) 5*7 
(18.2) 


18.1) 


He ` +- 
^* — uwe(f) (h—0,1,2,8, -«; O<I<2*) 


表示 这 样 的 而 数 , 它 的 图 形 在 -未 tec A 
三 角形 而 在 这 区 咒 外 面 tw 全 -o. pa i 表示 taa (0) BERE, RR 


1 
e —— ae — — — .--- - T — - T 


E 


一 ap 


$18 Banach 将 闻 的 基 店 ^ 49 
t) EpOx rLubeéngsepmeHpO«1ddg2 ABEIP[O, 
£[—1 ERA SECURE y HETTE , A ae CA c0) EDEBISE EX 
Tick: aua eibi , prd Ae 2 9-1XDE. HB 13.2 


tgkt) 


图 13.1 
WJS s — 2 ROERE, AALT AE H, 3x. 2*1 AEE 
aital D+ Dam) (@=8(0), a, 75 (1) 9 
名 图 形 。 由 于 sw 信奉 OLiS FORME, ite O«ci«c1 — E 
limf aita (1,-- £) +5 F atta (£) TO . (3.3) 
由 此 可 知 (13.2) 成 为 0[0, 了 的 基底 。 ' 


i£ Banach AM X WEER A] E WDAR. RERA DARRAR 
数 的 形 如 È) rsp 的 元 ,其 全 体 是 可 数 且 在 X o MNT Ó (0, DERT 
分 的 但 C (0, 了 D 的 可 分 性 也 可 以 由 Weierstrass 的 多 项 式 近 位 定理 直接 看 
出 , 因为 有 理 系数 的 多 项 式 的 全 体 在 C(0, DNE. 


md 一 


69 2RXURB.8) EPR tyit, REE 


bin E 


25 43$  Milgram-Lax 的 定理 ,Dirichlet ftt 
是 的 转换 到 手提 积分 方程 


应 用 由 Riesz 定理 (57) 所 导出 的 Milgrani-Lax 定理 (8 14) ， 
可 将 关于 梢 圆 型 入 微分 方程 的 Diriohlet HERR “潮解 ” 的 问题 
归 竺 到 以 后 将 讲 到 的 (第 9 306). "hir SUBLA T RenE" , 但 是 根据 同样 
要 在 以 后 讲 济 的 (HET GR) Weyl-8ohwartz 定理 , 我 们 知道 这 < 绪 
E RLRE RAF. IE, ETE Gren 而 数 ( 如 古典 鬼 伐 
法 所 要 求 那 样 ), 应 用 Riesz 定理 郎 可 将 Dirichlet 六 题 转化 为 积 
分 方程 。 


$14 Milgram-Lax 的 定理 


定理 .1 (Milgram-Lax) 0 RXT% Hilbert xD X nu 
PUBL i2, 9) PENERE Bir, y) , 满足 条 件 . 

B (a2 tasta, BY FB =B (v1, i) Fon Ba B (m, Yo) + 
"Fea 81B (£a, 113) Fiad (£a, Ya) (HRE) y 


FB Ge, a) | yel dun - CE SUM) , 
Bv, æ} >ô Iz]? GrsEBMO, 
其 中 y, 8 是 正 数 , 这 时 必 存 在 有 界 算 子 5 (此 时 18:577). 使 得 
对 于 一 切 s,Yy 有 (8, 一 了 {lz, Sy), (14.1) 


SUEEB S REHE— B8 AE 13 EL ERA TE X EAEEREN E 
AT. 


SEO BARG, DARE c. y PIKER EN, xxiE E Lih BO. 的 


一 个 例子 ,星际 S — I CESEBCT- , BIDSEP-— 5084 z 都 有 Im 2), 


© P.D. Larand A. N. Milgram: Parabolie Equations, 在 Contribviions 
to the Theory of Partial Diferential Equations —-# h (Princeton, 3254), 


$14 Milgram-Lax 前 定理 Bi 


征明 ”证 我 们 考察 区 的 元 素 邓 人 世 ，2 中 满足 
对 于 一 切 的 2 有 (%, y) — Bie, y") 
HSXPRR(QV. s^). Ang (0, 0} 便 是 一 个 这 样 的 例子 。 此 时 六 由 和 而 
ME—- Baa. 这 是 因为 假如 Bt y") =B (e, y'*) , SZ p NRE 
A Bæ, yy”) —0, PEHLIEAETEE 
ò lyt myt EEB Gay y —4**) —0, 
Ban aERTRSE y =g, AAE, (o y= Sy 成 过 的 算 子 S WEE 
Wü», HE PX ERPERERAD S EATER ARER Schwarz 
AEA (2. DA 
SlSyl aB (Sy, Sy) = (Sy, v) « Sy] öl. 

从 而 得 [Syl < yl 可 上 见 S EERNATo AS Anis, 由 十 面 的 
不 等 式 还 可 知 S hsr iR OOS)X X IE M 

RESA CHR {yn} C905) H m y, = Yas nE US Cy — 9421 
KÖT Yn Ya lo Mc EX H ERREUR im Sy, =z, fa ARRE 
EEH lima (2, Ya) = (e, Ye), A E B NEREA HER 

|B (8, Syn) — Bæ, 2) | =B (w, S3,—2) «yo * S9. z, 
从 而 lim Bis, Sya) =B (0,25. Ee, EH Gm,w.)-Bís, Sy) S 
URRA Sya AER y.C D (S) 且 Syam z. 

DO) S ER JE BET -T- 2e 8 , t Jr 20) A, MA, H3: 2.2 r3 
EAE S Cr ARTE 

200 9€ B(S)*,. whl 
HIESA wo. AF BHAJEE, ^E Wok X Ld iL uc) 
— B (z, wo) F—Af FLUE TE , Eois BUR. Riesz 定理 2.5 确 定 了 地， 
" | 
“对 于 -一 切 sE X, A Bia, v) — F (2) = (z, u$). 

处 而 必然 wE D (S) H w = Sw. RE, Pb dh BREEN 


52 at Milgram-Lax rE, Dirichlet 问题 的 转 摘 到 抽象 型 号 方程 
two C 5D (8) - 恒 得 到 和 w 0 相 耶 盾 的 

5 | teo [^ B (200, 105) = (Wo, wo) =0, 
这 样 就 不 得 不 9 05)—X, m d4. D fE, 

最 后 来 证 明 存 在 着 8 的 在 X ESAE HA FW A T, 
首先 ;由 于 (1I4. 了 2D), 当 $y—-0 Bf, y) —0, 从 而 不 得 不 ¥ 一 0， 因 
此 知 三 存在。 其 突 , 将 Btw; VD. BE o IRER MGI, ETA 
5e Y ET E 

Br, y) — w, Ty) ! 
mr, XpBpiB(,yisxvizl:iv| Æ [Ty] s vigl. 这 就 是 说 
SC-T 的 范 数 y. 


$15 AEERDAT, H, Weyl-Schwartz 定理 


JUNSEECOHNCE 考察 在 E 的 区 域 REN 2n Vt i fi 
分 算 子 | 


n 


L= $ Dea (DO, ——. a5.D 
el E 


' Len mU 
在 此 本 ` 


De) BP ton f agi. ..8 T F — 2 Pi 
i- 


| H 7 iia (a) — qu PIT Pei aO ET ” y) 为 属于 g= (F) 的 实 图 数 ， $t 


Wade. — rr 


-MERE - 
如 [p| — |e| =n, W a^" (2) = (2), (15.32) 
对 于 工 , 我 们 定义 它 的 共 朝 仿 微分 算 子 (formal adjoint operator) 
为 
r= p2 ( —1) leitlol JKO (a) DG. (15.8) 
TARDE 


定理 全 .23 in (Bie ui) 与 vn) 之 中 ,有 一 个 属于 CB)， 
Dr —A4- Jic VS CR) , 382, (D, $)o— (2, L'o)o( CF, gho LER X 


p15 RENSET, MV, WeybSohwartn ge 70 D 
见 第 和 页 (8D, —— RA), 
| | (Lu) (2) -v (w) da = E (e) (Lv) (2) de. (15.4) 
RERA Jein uE D*(R),A. 


en —1ltpacod 5e 
PT Dp" 
分 部 积分 得 - 


| 20 @ -o (o) da= FCR) o dns 


w (e) = — q^? (m) Do e) 


= [ww (2) v (a) 1 -jw -2 


由 于 ww(w) 的 支 化 为 卫 夫 部 的 有 界 于 第， Be 已 积分 项 te (a)- A 
MO 0. 反复 地 这 样 做 , 便 得 


| | (Lu) (2) » v (w) dæ 


dan, 


lel=]r=0 


- $ (-Dof (Deu (2) ) a°? (v) DP» (a) da 


o T ao peni f ug). - (L9) (o) de, 
局 部 LU NE RAE R KNEES O 对 于 内 
BEERE RMI P dr | IFO [do coo, EES 为 局 部 


T(R) 西数 。R QRSREMERCRCRCA N TREEGE RES — Anu A 
也 五 o(B) = LR) 的 画 吏 者 是 局 部 IL. IR) BÉ, 00 0029 
C MM 8 f (2) Xu DOCR). 而 数 时 ， 如 果 有 属于 (0m 的 
uic) d: E EWE "UM 
(Lu) wfe), . m  d6.5 
那么 由 (15. 和 9， E 

RHE oc O"(R), 就 有 (u, 1*5) if, Pe, (15.6) 
EU TEER u (m) SEA B A A PT BE TEIL RETI. (15 .6) 


54 第 4 于  Milgram-Lax Miis, Dirlchlet ITERERUHIMGQACH FA BS 20059 E 
的 局 部 Pa gud uie) BORIH O , XA wGo) (88875 (10.0) tA 
BE. 

BIRA 就 m=2, R= 二 AR NOU. SE Lo. 5, WE Let, m 


u( c 25 S ABAK nj 55 3 Bw uk dy —— Weierstrass 的 例 ， 刚 对 予 p(w) 


—Qpn,2) € > (ED 有 (u,Lt'g)y—0. 这 是 因为 ， HY o By ET BS 
AR EHAR EBRA 


[^ (24) Ps, (2 T9) GPa 一 [a Ca) pe Gus a) I- 


一 Pw. (24) Pr, (Tr $5) dn, - 0 —0-— 90, 
EE, HE won) BRE (wy D'p)o—0, EET OE TR Los A A K n 
v (2) =V rg Sa) cn (Er) + w Gr) BF TRES AR 
” 当 仿 微分 算 子 5. 二 在 及 中 满足 条 件 
< z (prp ig 1 
€ gu Hg Stet ET (16.7) 
et a aman te T (æ) £n- . em 0 * 


Ipla Ie mH 


时, 便 称 (15. D E R AAR M iR Le 4- S Es 

GEAT) aod AF. L 

Do = S -Er EY, mek 
pvo KE D, Roto RR E t 


OESRE4.8:CWoylGSchwartz9) RRX EBD, i 
型 方程 . DE | 


: £u os ! < (15.8) 
— f 四 RT HE), FEE AZ (LO. D) FUE BS fg we HoE). 


€ ESA) 为 局 部 a RE AHER p) € $7 (2), (15.0) in 
BIRAR., JXBESAUPUSXPT H pE DE) REE RR RARA i 

e The method of orthecgonal projection. : in potentiat theory, Duka 
Math, J.7 (1940) ; 413—444, 


© Théorie dos diskributjons, Y (Paris; 1980), 


— AA ma ae m= 2) fk OL 


$18 GüwIng 435, Dirichlet ME ps 


这 时 如果 R erem LEARAER SATF ROSR,.X f(exk RE 
ETOO, 那么 必 存 在 属于 €" (RoB w' Gr) E uo (2) 6365 E, ER: 
TEER (a), 
定理 的 证 其 将 在 第 7 章 讲 述 。 
定理 的 意义 ”由 于 u RETHHERER 
ME o COD"(R)D, WA Uo, uoo (p, f)o 
ERT, H u E C~ i), E. p hoc OX ec F ES ARA R E, , 
故 和 证 明定 理 4.2 一 样 , 惜 和 分 部 积分 得 
(Lg, wom (p, I)o. 
由 于 在 Ri 内 us 与 FREIE CARLA. 
(p, Lu')o- (Lrg, w')e— (Lp, goo= (ps f)o.. 

BA D (OEA l 的 音义 下 于 H(t) =L (R PRH, it 
由 上 式 , 在 R .上 连 禹 的 图 数 Lu' f 不 得 不 在 R LESTO, iK 
就 是 说 ,视图 型 方程 (15.5) AME usc HoCR) AAR (05.5) 右边 
了 f(z) 属于 Ce 的 范围 办 不 妨 和 看 做 是 属于 O” 的 , 并 县 就 是 方程 
RU EE (genuine solution) 。 迁 是 因为 在 这 范围 内 只 需 就 于 多 是 0 
测度 的 的 集合 上 适当 地 修正 us (2) 的 值 , 便 可 得 到 属于 Or= rig 

w ta) 。 再 列 如 果 是 考虑 弱 解 的 艺 。 有 些 声 合 可 以 依 关 活 EH 2948 
的 方法 容易 将 它 求 得 ,因此 郑 卡 蔓 解 反 丽 显得 方便 。 例 如 关于 
Dù f t5 Diricihlét BER BRE AE TS AER RE i 


$ 16 Gárding AE, Dirichiet AA 


Gárding TERO Ex Hy, E PHAR FEEDER BE orn) 
ÆR DER, HEER (5.7) E IBS EE: 
Q HAERERE ui), Ae 一 一 按 者 福 


Q L. Gárzding: Dirichlet/s preblom for linear elliptic partial differon- 
tial equations, Math. Bcaud., 1 (1953), Boc T2, 


56 #4 Milgram-Lax 的 定理 ， Diri chiet EEERPSMEEASUTUSUBULEERYKS — 


TrXklgE2e A, JE i 
| | ^^ 15.'' 
s, omm Sang | BL (i£ $8). | 
这 时 必 存 在 正 数 e，y，5, 使 得 
X ga c de (UR) 3 A 
5|o 12 (p+ C- DaL*o, p)o (16.1) 


E o.c VT", H 
| (g++ C—D"aL*o, dsl sylph ii ls. 
这 称 为 Garding FÆR. 

Gàrding 不 等 式 将 在 下 节 证 明 ， 现 在 先 利 用 这 不 等 式 来 证 明 
关于 zt 十 (一 "aLu 一 f 的 Dirichlet HAWARA., —— 

BRAT D (R) 中 的 任意 一 对 o; 由 所 定义 的 双 先 性 泛 本 
B(o, 4) = (p-- C7 3)'aE^o, po. . (16.2) 
如 果 (px) C ^ (8), (5) SD (R) 满足 lim los — ei, = 0. 


tin | — Vl, 0, MRE lim Bios, Pa) 必 存 在 。 下 是 因为 | 


BG da) -ipn in) = ip- Pis pa) FBlpn ra hi) y 
Amade DAA m 
| B (pus. dro) - BG», ipi 
Wy [pe pila“ iprit y. pila’ TAE 
Politic, BANT ds Cauchy BRA px, (dnd Bits SC H,GE) 的 
元 多， v, 可 会 
 B(g, p) 一 im B(py, dn). 


EE AE Bg RATAN (p, V). 不 依赖 于 异 以 定义 
ps YEH, (OW (od, (50e SUR) 的 选择 面 崔 一 地 确定 。 再 剧 
由 (16.1) 显 然 有 

, AM;oecH,QUR),  Huólgl2« B(gp, p), 


| | | (16.1") 
Wo, PEH, R), BA, o | vlele Irt, : 


上 


$16 Gárding 4t, Dirichlet HA 67 


利用 这 个 就 可 证 有 明 下 面 的 存在 定理 。 
定理 4.4 当 fE uD ==La(R) uu c HS) REB dE 
u-r(—i)uLu—f (106.3) 
BISSA eo "EIE. (uo — ui ) € HE RELA M (1E RETE Gávding 
FERE Bog HE: ou kae T Ho | 
定理 的 意义 ”我 们 知道 ($5, AD, YF H. (R) rp Ba i c 
v (2) (— uw) sa (2) ) 的 直到 nr MOET) Ji ERR 
BECD'?v) (2) (| p] « m), 存在 7 (2) P938 25 ECIAM (vs (o) ) VR 
lim[ D'?v,— D'?v|,—0, (16.4) 
由 于 每 个 n (2) gc 4o R Pase E R BH E, DOn) dk R35 
ƏR KHEU O Aie, Dosa) 3e(16. DELTATT E 
k4EOB EHE 为 0。 RAE, 在 上 面 定理 中 所 得 的 w 不 仅 是 
方程 (16.8) 在 弱 意 义 之 下 的 解 ,而 且 当 Lo] on tt Dus (e) EAR 
上 “和 构 ”等 于 已 烙 的 De (zw)， 在 这 种 意义 之 下 , EEEE n DR 
E U OERE TAD WREE OR 的 值 后 , 2n p PIRE ERI 
(16.3) 是 可 解 的 ,并 且 根 据 Weyl-Schwarlz 定理 ,这 个 能 解 当 方 程 
AA f(a) 属于 CO” 的 范围 内 时 殖 通 等 于 属于 O^ 的 芙 解 , 所 以 不 芒 
大 为 (36. DEI Dirichlet HEER, X TE OE BOX i Dlr) 
不 是 所 请 ' 概 ”等 守 面 是 实际 地 取 指 定 了 的 值 Dus (2) ， 必 须 附加 
关于 Dow, 的 或 边界 ÔR 的 光滑 的 条 件 , 但 这 里 不 于 讨论 人 ，。 
EXE 4 4 ZIBA ARKEEN, 当 uc AB) 时 存在 和 
pC 9"(B) 无 关 的 正 数 6c, 使 得 
3 gED*(B), M (oc (D'org, e). «ell, (16.5) 
Mr. 因此 WRI (o (— D "a^ o, ui)» 看 做 是 o 的 加 法 泛 面 的 
© lim | Donla) -owls) ao=0 的 意义 下 。 


eo e EE Pin L, Nirenberg: Remarka on strongly elliptic partial diffe- 
rentis equations, Comm. Pare and Applied Math., 8 (1955), 643-074, 
F 


US gt  Milgram-Lax EM, Dirichlet Bit aystbouet lcg p ny 


BS, E SEL HE Ef E-a P 45-8) P SEE —E 0j 
Seb [LR DR) EZET HAA H LARME., X. 
因 | 
(o, Dol S iplf los iol Lf lo, 
LTK (p, fo Aie HQ) ESPECIES TE BR, D ICH Riess 
BATF Hilbert ZeH] HR) fee f! —f' (f, s) € H,(R), 
使 得 
39 9€ €"(R), B (p, 门 o 一 (9 十 (一 Treep uw)o= (9, Fas 
从而 再 根据 Milgram-Lax 定理 ! 订 用 于 Hilbert 空间 五 (局 )) ， 
(9, f )a— lp +H ( C1)"a D" p, Wi)o ] (18.6) 
= (p, f,—-B(p, Sf), SPECH,.(R), mE 
FAA FABR SI ^u, us (1.3) BU RR IR, EL CF.) S E" (R) 
使 lim [S7 — fi], —0, 3852. E^ 
B(p, SF) - ImB(o, fa) - im(p-- (—1)'aZ^p, fy) 
—-(ect(-i1Plab'p, Sf | 
这 是 因为 下 | dao] b mA mls — felo 0 kik Mo d 
(16.6) 4 B 
(9, f)os- (p-- (I aL p, t--Sf')o,. 
B) 一 如 十 81 OU (16.8) WAR, RARDERAPA, ULIS 
9€ H,CR) BRE B(p, t) 一 0 车 到 p 一 全, Mh (16. 154 
8.—0, iCHLELBIT REE, 
O- AABS HEG  MODEEDITRCRA, ETEN 
Girding 不 等 式 时 也 是 不 可 能 的 。 
E ROE” JARIR, DM job 可 确定 常数 es, 
使 得 oC £^ (E) BER 31 | D?g [$e D Dp, | 48.0 
TEENEI, F (0) € 9^ (R) 鼻 做 是 在 呈 以 姑 到 处 为 0 


$16 Gårding Fit, Dirichlet m] "o 


的 De (Em) ripis , Hu 


^" g CIPEL: "ETE FETE Pila Tm di 


p (2) =p (oy En) — | EPE sT m) di, 
因为 REAR HSK, h Bobwarz 不 等 式 
le (2) 3< (R otii) e [^ 129. aa, 
从 而 利用 p TE E 以 外 为 0 的 事实 ， 
[ie (9) [da< (BR 的 直径 )"| desde, [| 22. | dai] 


< (R 的 直径 ) | .| 到 | aa; 


a ^ clelos GR AER) 


反复 这 样 做 恒 得 {16.7)。 

HEHA (16.0) frd EDI, HF uE AHR), dicus WEB n it 
的 广义 而 数 意 义 下 的 导 画 数 Dus 1o | n) RP Ho(R) — LR). 
”从 而 对 


(gy upom DD (I Atn (Do Dg wu). 


He] mio] 20 


-Dr (an Dg, Deu) 


应 用 Sohwarz 不 等 式 , 并 利用 or (2) tp HE | a" (a) | « o0) 
及 (16.7) 便 得 


| CL o, wol x 22 I Delo | D? 


SA E X |p lh ire 
其 次 关于 Lu-f 的 Dirichlet 阅 题 的 解法 WFE HN 
Uc H, CR) ; ix Uo C La E 
Lu-—f HHRH two 一 ww H,CB), 
(0€ ROGHEXGSEGUNGEM)EXOR, 


Eej 
€. 


二 
Ù 


= gp ee rr 


60 4w Milgram-Lax 的 定理 ， Dirichlet [BEEOTIEBREEASEUDS RO 


Ah Mo —15 —19,€ H,CR), 斯 所 请 uo Jg 39$. 5 
(uo, L'p)o— (Gu, L'p)ot- (Us, L'g)o-- (fF, pjo 
abr BPCHE, RUESECLO. D) Baz ES EE RUBIO SIUS 
分 "得 | Ga, Dojl «ERE | ole. 叉 和 前 面 一 样 , 有 1U s p)ol 
« Mf lo*lellosiflos*i9 a, KIF p EDA PMH 
F(p) —Cf, 9)a— (n, L'g)o, 
TE H,(R) 中 应 用 Ries 定理 而 知 使 
Fip) =f, p)o— Qua, L'g)o- (9, 9g). vE H, 
Eu v4fdkE. AE, WJ Milgram-Lax Æ, JE py Dirichlet 
HAEST: HTL Soc H, RAE 
de eCcO"UD, Ns Lpo B(Sv, p), vat H,CE) (16.8) 
RJ ts, 
但 因 对 于 尾音 的 wELs(R) =H (R), 
|t, g)ol SE lelos telos lelo hol. 
故 由 Riesz 定理 {应 用 于 H. (BB)), 存在 一 TwE H, (R), 88 
E (uy $)o— (v, 9), B |w Los felo, (16.9) 
HAMA Milgram-Lax H, d (16.9) £3 
(u, p)o= (v, q). - BW, e) - B(STu, p), 
S Du] x] 
DUE, h (16.8) 35 p C O7 (B), RU | 
Blua, p) 一 (us, 9- (7 1)"aLp)o 
= (us, gp) + C- 1)"n (us, L'9) 
=B (ST^i,, 9) + ( C1)"aB(Sv, o), 


| (16.10) 


En SEE 

Blus — S'Tu — ( C1)"*aSv, 9) —0, 

取 ?等 于 9 一 Sa 一 (一 山 "oooE H,CH) WI, h B ERRER 
us — Sus — ( —1)"aSv, (16.11) 


rapp! 


$17 Garding 水 等 式 的 证 明 e 
有 这 ("asv E HMR) PyikexnBgrdde, PEERS (16.11) 来 求 
u€ H.CR) Toleti Dirichlet PI PERI ui C Ha (R) 完全 等 
价 , 但 由 于 (16.10) ST 满 是 条 件 
uE H, (R ir | STu[ seo. (16.12) 
Jus Brit GR 9 3) IE (16.12) A H,CBR) 中 的 算 子 ST HA "52 
ASERRE ,因此 “抽象 积分 方程 ”的 理论 得 以 适用 于 (16.11)。 依 
EE BEER, & 
(1) X .JEXUEERu—STu-U0dpgOfBRRucH,(R), 
Gl) E2, 对 于 任意 的 wC.H,(R) , EFR u— STu —w 
有 了 唯一 确定 的 解 WE HR), 
TUE H— Fredhoim AJI TEEI (alternative), 
但 在 (i) 的 情形 , Anm (16.11) pii Se bb X BUR, 4 满足 
(4, p+ (-1)"aL^p)o— (u, p) AER uE H,(R)J& L(u) 一 0 
RSSA, ET EAT IBEBS xu BH jS Sr 
定理 和 .5 2, FRIE Lu-0 AE 0 BR,3€8 4 8- FP OEEBS 
FE La) = Hy(R) S4t3xkBgwu c HC, 非 齐 次 方程 Luw= 了 有 唯 
一 的 适合 ws —u € H,(R) 88 uo, —3E UR C— (p f € O7 (R2) , 
由 Weyl-Sehwariz 438 33/99 — iA E Me RI 
ZE ARFI T D BM Neumann HER Milgram-Lax 定 
HUESISERIROC FRE. ATETA mmea Gárding HR, 


$17 Garding T aELBUREBÀ 


SUlPECRIRI2E-P Fourier 变换 的 Plancherel H. 
E 4.80 (Plancherel) Xp f(a) € 五 (Bo ,定义 
Jf exp Co 22 VI oy) dg, (9) 
HJH noo hi, ga dE LE) rn gt] fo Dr CR eic, Op Cauchy 
O XTEHERTSRKAT TUI CARE eR RSS HM EU lo 


ut 


03 å pik Milgram-Lax hea, Dirichlet RRE 
iR ie PE 
Jim [g 9$ lim |. 190) — gly) ldy =0 

是 满足 的 。 由 于 Ls(B") REA, (9. dedi et SU lr PRESE ME 
一 地 确定。 这 棚 B p 

(fg-lim| | fu) exp (—9m4/ —12s-)de,. (17.1) 
TER f (2) € L,(E") hy Fourier 变换 。 竺 是 一 个 丁 (unitary) $ 
TEE EE SE La( 召 "一 对 一 地 映照 到 全体 La CE) , B. 


i5 (03 f 14-0. f.) =w a) tan f.) (加 法 的 )， 
IS flo flo, 更 一 般 地 (17.2) 
(f. g)o= (Sf. Wy)o (等 距 的 ) 。 


同样 地 岂可 定义 西 算 子 
(Bgm) -lim.| g) exp QaV -Iys)dy, (7.8) 
REGE EET T EE | 
S'GO-f. BGE =. (17.4) 
MIRRI PAO Baa) AT LE, NEF 
EPER (convolution) 
fafaa) =| fre wy (n Mast 8) 
(17.5) 
H 


fefto) =| (850 60 - (852 (expla V —1-9) de, 
(17 .6) 
妈 由 牙 部 积分 得 下 面 的 系 。 
X2 f(e) ELE" RK k EMRA, 日 DOSa) 
€ L4(E"), |s| <4, A] ~ 


£17 Gárding FAAAM aa 


EDI WH DV Tg) BN). A7.) 
Girding 不 等 式 的 旺 明 第 一 段 “ 除 (16.7) 以 外 还 需 下 面 的 


JE d - 


li oj 全- 0 17.8 
Dm sp piralo 17.8) 


存在 正 数 A, N, 使 得 对 一 切 p EDUR) 有 
nD, (7 Do, Dg) Mol Moli lols | ay g 
(otto 3 | Dep) ae). 
(47.8)B9EER] FERSKEN o FH 0 而 将 p PIT 
3-7 (R) Boii, Ris (17.2) A (17.7) , 
(— 1D9sl$- f&DOpli- | | (22)*" [Sp ds. 
因此 , P HER 


aA (auc, apes) 


Lra ml TT o? 


za 4 Ü 时 关于 CITER CUTS Ym) — Fre TF 0 而 知 (AT. -—— 
(49 .多 的 是 明 G) 24 ar (a) (jp| — [o | 一 多 为 常数 时 可 如 下 
KEW): 车 定义 y 在 五 外 的 值 为 0 而 将 p 着 做 是 D Q2") (STRE, 
Ris (17.2) 17.7) , 知 (17.9) 的 左边 
=| em 2X Pyeecen Eve | Gre) Go 15d». 


Eit BERE (15.70, (17.2) E (T. D, 
>A (25)?* D (gryr yt) * Bp) (y) dy 


Al D | GDH) (y) dy 


=Af a D 099) 60 dy Mg, 


A'U [s mn 


64  $iide Milpgram-Lar ips, Diriehlek Ej tinpittbi sdfde 81275 R 
| TENDRE A = 

a 9, m QD E R BXA, AR 

la^? (x) —a*" (m) | =€ 


Sup 
lali aen 


可 小 做 是 充 牙 小 的 情形 。 mE RAS. ”处 a^" E egr, 


对 于 
(aT D eo , (2g) a 
pL im =r 
= Ð (lag Dg, DOp)o 
【ai 三 | 人 | 一目 
二 X (an - ato) Ds, Dp) 
el=]gl =n - 


的 右边 第 二 项 应 用 Sehwarz 不 等 式 得 
| 22 ((a7?—a$") D'?p, Dp)ol 


|a |- [a [ = | 
«e 2i |D'o|o: | D'?p|o e iR Nlis Co e' Mo D. 
Bang da G8 
P Cer” D'^'p, Dp) (A — a^ los. 
BE RXEGRMDAXEA—6'0, HIER A— 2! SUE A ERE A —-0, (17.9) 
BITS: BIE o 


(17.9) AE (133) AFR RAMEE 0/2770 的 并 球 85, 
Se. S. THE., 如果 对 于 每 个 M PEE 2 BSISLOUTAR S1, 
HE gm) € O7 (I7 fii tili 

vC S, BE piw) 0, ec S, HH pw) —0, | 
 HA3E.E" ESAE pm) z-0 
而 考虑 


hw) — ( gee) /$ e) 


RUE 32.2. P. (2)-0, 下 属于 OR), Ipfe R LRE X h (2) * 51, 
因此 可 写成 


817 Gáürding FZR e" 


M (qoo DOS, Dop) o (p = Fus CR) ) 


Ifi 过 lg =A 


一 2) (a'?hD?p, hD gp)o 


{=i |a]=|e|=7 


T 


=- 立 | D (DPhp, Do hp)o— Bs 


的 形式 。 在 号 ,可 借 在 RR 上 有 界 的 画 数 O*79^(m) i SERO 
(Q**" Dep, Dg) 


[^ LR 7" m 


的 形式 ,这 由 基于 面 数 禾 积 的 求 性 数 的 Leibniz FADIA H o A 
此 ,由 Bechwarsz 不 等 式 , 对 于 茶 常 数 a, 0 有 
| 5| &e;] ola: ots. 
从 而 改 2-0 充分 小 时 利用 全 ) 对 于 某 常 数 粗 2420 必然 
(aT D ; De o 


-* | 


- || ex mem 2n 


SOMpli-adolsa[ol2. 
但 因 按 照 同 上 诅 法 ,对 于 茜 常 数 5,0, f 


WBupliz| Be)? 3 Dep (2) Pa 一 到 ol， 


ET 
MN 
PX A-—min(Aj) , 25 045, 8,) —À B, 


2) (Dp, Dopo hp oN er ip ias 


I1 5loi=A 


Garding 不 等 式 的 证 明 第 二 段 m (7.9), 
(pd-(—1)"aL'o, po 
z-(p, potajes A D leli-MIelatte 
一 心 » | (at D», Ppyol, 


' |l mut, ior | n fü 

有 有 边 第 二 项 由 于 (16.7) 对 于 东 常 数 入 >O, 
>al els— | gl ipla- lpi). 
AA en? w ERAR OB ULIS HA Trae 9-0, 


66 S43 — Milgram-Lax Mrs, Dirichlet [gesta Sd hg e eR 


>a * n[D?sle|[D*?p]lz-—e»nlplcitiels 


|| «m, |C [zn 


AE, F r> RNA 
(p+ D"aL' p, plo 
> (p, e)sta(A|olz—3"[Iopli-i— A tlel- lel) 


>(p, pjo+o| Alpi -a" lpk- 


-AET (Lo Lot 75 | | 
- (o; poo lola- 2.2 7) git Qr 122)]. 


ATRN > E AA 0. 557.72) 0, 然后 取 a>0 充 分 


小 而 利用 姑 7.8) 的 话 , 便 可 得 (6. 卫 中 的 前 一 式 。 至 于 由 .山中 
的 后 一 式 可 由 .Sehwarz PRAH (16.7) SEMEL, 


111 


STO] RA 


4 b5z£ Hahn-Banach 的 延 拓 和 定理 


我 们 在 第 2 ARATE Hilpert Zegü] X Ag Y PAPE CUTE 
江 国 而 得 到 F. Riesz AE 2.b, ix Riess iE Hilbert 7E 
— Rashid, CAREA AA FATER, And 
想 在 一 般 的 赋 范 空 辕 里 作 同 样 的 学 试 ， 那 么 普 先 不 得 不 从 有 界 加 
法 证 画 的 存在 定理 开始 , 这 便 是 标题 中 的 所 北 Hahn-Banach 的 
延 拓 定理 。 


$18 Hahn-Ba&nach 的 延 拓 定理 


定理 5.1 Btitschef6 um X KATEAN MO kevi 
MERES OEM 上 是 束 炉 的 ,由 定理 1.5- 我 们 知道 , ASF 

f 在 关上 的 范 数 是 有 界 的 : 
fla sup If | <. (18.1) 


'$€M,139]«1 


XCP3CRRS f -ETPA X LABA m P ed 
足下 列 条 件 : 


Ec M, Ht Fc) —f(z), (18.9) 
Bp PX S h M B X EH, E t 
IPIE flu. | (18.8) 


RERI 家 各 EN 而 关卡 其 一 到 上 加 on; mE M, EROM, 
S9), 那么 (M, mob 最 然 是 实 子 空间 , HOLM, mw) HE s a Hih 
RPA | 
t= m-i (mE M, Rr) (18.4) 


O HW A ERMER X rx M Nn b [Es AE SE Bn Ac nep] 
来 在 待 的 。 


BR #5 IIashn-Danach 的 延 扫 定理 


Ru EE. BM y. WE mmu. mac M Mi mat tTa = Mat baro, HI p 
(mi— Ma) — (fa— ir) 29, Fr ta — £1 —0, Hi] Mmi =Ma, 30 38 065—540, 
Ul Hi ao — (fa h) * (ma — ma) MIFE 
foc M , zo c M 
HF. TERES 302€ e PREE C UM, v R (18.4) 
IEEE y F A AB R 
-  F(@)=F (m+te.) =f (m) +te, (18.5) 
HA h e EREET m Et, HF (v) 的 箱 基 唯一 地 确定 了 的 。 
这 也 是 了 的 到 (M, so) 的 延 拓 GO I, 卫 (m) =f (m) , 而 且 在 
UM, mo) 上 是 加 法 的 。 加 歧 性 的 证 明 可 如 下 进行 : 规 
Ti =Ma tH ito, 2 一 923 十 加 20 (Mi, M€ M), 
Hi] 25; 与 0. 的 各 性 各 合成 为 - 
ri ats — (M+ oma) + (ifs Hagia) o 。 
AAAH EM, RA 、 
- F (ati Haa) = f (amit agma) + (Artit tata) “6 
= f (m4) Harite + as f (Ma) Haate 
ay F (m, tH hta) Haaf (Mat iso) 
~a, F (5) + as (2g) : 


JEU 36 25 OEC ERE e 必 可 使 
JEF lso = df. (18.8) 
成 立 。 为 此 内 需 使 


g —m--zy, mc M ir Fie) —f (m) +e lfly lel (08.7) 
RIR. dese dh (18.7) 8 —F (a) =F (—2) «lf ll 2| 
= fae dnd, RIFO E Efe Eds PF lone flc RES 58 
一 堪 面 ,出 于 将 是 了 的 延 拓 ,相反 的 不 等 式 自然 也 成 立 , 朗 (18.6) 
ERE BH (18.7) 当 1 一 0 ARA J On) « Lf lae [m]. 显然 是 
成 广 的 , 故 只 需 在 t>0 K t= 一 s<0 的 情形 使 (18.7) 成 立 就 行 了 。 


$18 liíanhn-Banach theip E 69 
ZK T 及 T Sm m 同时 属于 M, 压 最 后 只 需 适 当选 取 o BE 


m' C M 时, 恒 有 
Fem) ex flu [m ++ ro), | (18. 7^) 
f Gn!) —ess LL ae om! — mo] 
WoL Po E mE 
fn) fon) —f Grm!) F 1m rm 
= | Fla [mtt GV — eo) | 
s Flu (maj TIm'—2a, 
x | 
fn!) — 上 一 FALL | 9 3- 9| -Ff m) 
成 立 , LESE m 在 六 中 变动 时 左边 的 上 确 界 不 大 于 澡 de M 
中 变动 时 右边 的 下 确 异 。 因此 , 加 果 选 取 介 于 这 上 下 确 界 之 关 的 
任意 和 的。 的话, 立 齐 可 知 (18.7) 得 到 满 是 。 | 
RTENE Y-M 的 元 依 Zermelo ARTHA me 
Bo, 3, Ba cU Hu Bogd, P ee +e 

接 王 而 的 方法 , ES HARRERAREN CM, m), 然后 , RE 
上 而 序列 中 不 属于 UM , so) 的 最 初 的 元 为 a 的 证 , 再 保持 范 数 地 
延 折 到 {M go), oh, BERETA P | 

”定理 5: RQEAREZH X BoADIcEBEMO LEKHA 
' hnya de M EUREN. Hml. RAPTI BETES 
在 M LARREA 

fix sup /[f(e)|«oee. (18.1 

ETIEN f —á T EWENI 定义 在 X EEREN P uu 


下 烈 条 件 : 
doc M, H E) =F a), | 


VP] Lf. 
O Hn R ANEETA AX R M EDARRA RAM, 


(18.2) 


TO ex S Hahn-Panach WEH 78x | 
EAO  XFFoCM, WE f) 分 解 为 实 部 9 (z) 5 MEBR ha) : 
fi -9(5-4^ -ih(e). 
把 M ESLER, 显然 y (2) , hE 是 定义 在 M ER 
ERMEE, H loe flho Des £a. RE 
fi~ -is 一 人 —1f(), 
有 
hæ) = -g Is), 
由 前 定理 存在 著 y (0) (PEA EDR ERO A X. REI G Co) ii 
HRE | 人 lz 二 上 上 x 。 作 
Fim=Gm— Vv —iG(4/ —lw) 
部 为 所 求 。 Wh ho 一 -gf 一 工区 "BH, P» 是 复 什 
MEREM 了 的 延 拓 。 Êl- [EBD SERE PG) =r, sU 
由 于 e P (o) 为 实数 而 得 
P (s) | = Je (a) | = | P (e^o) | 一 | 全 人 em 5 dole le el 
Jp D . 
X 1 AFRE X DATED LUN EE ce A0, 一 定 可 以 作出 
有 界 加 法 泛 夯 fs 使 满足 
foo) = lel, Fo =1, (18.8) 
WEA 2E M — {rtir t ARAR LEAR 
f (e) =f eo) =t [os], 
3x BARRIE HHE 
fE) = fel, 1£ G2 1 9 lë]. [9] = hiso] = tel, 
从 画 1flx 一 I， 因此 可 保持 范 数 地 将 了 延 拓 济 合体 X. ARE 
作为 fo Ep nf. 
BILAAN I Riez 定理 2.5, 对 于 实 Hilbert Xx 


£9. H. F. Bohnerblust and A. Sobczyk: Bullet. Amer. Math, Soc. (1938), 
91.08. 


$ 18 Hahn-Banach (ri ink 3t 71 


[5 (I5 (0m) ) EG BCIBEEZEEM f. n[PfE— Jh 85 5E ifo c (I (m)) 5 
使 得 . 
对 于 一 {0 E lalm) A fim = nft. (18.9) 


因此 (la (m) 上 的 有 界 加 法 泛 醒 /与 E" 的 超 平面 系 
m in 7 ， 
S$A&-wm (Iri-(205) ) (18.10) 
一 对 一 地 对 应 着 。 有 条 1 说 有 明 对 于 BB” 的 性 一 点 S—150, £299, 7, 
的 ,总 可 作 超 平面 DSPE = feol, 通过 和 (部 SAPEO = Los) 


E [FOL (S Gs) =1。 系 工 实质 上 就 是 将 这 个 事实 推广 汉 


—Ry a i, zx E BOREITER E 
3& 2 YTRA ATAM 与 不 属于 MRLE, 
Bx To 到 M ARAA | . 
d= inf [so — m} >0, (18.11 
这 时 必 存 在 满足 
sE M if fol) =0, fo(m) =i H lo (18.12) 
KAA YE EH fo. 
ER FREE LM, to) 的 各 点 6— morie n € M) 上 的 
WMH f (e): 这 上 了 满足 
sEM IW fic) —0. 
HER, fa 6050, MA BFI 9 — m d iae 0, 
Fe) = de lel e Tet el m Pe | od o + o 


= [ot / lo - (72) | <4 1o, 


0 HEFYD A. FEE, 
fol = sup Foires} | /129 —2] = Emp Foi) —fof2) 1/I0a— x] 


一 sup [io z|-1—- d, — FRAGE 
cM 


qur ， HiS  Hahn-Bansch (nt fh iz fà 


Aud lA aen d 7, KRE F VR E, EXCEL HE Jn OX BEAVEBR VW PE 
为 fo. 

EDA 2 的 应 用 之 一 ,有 下 面 的 近 八 定理 : 

定理 5.8 pera A nuni N oi X BIG to, s. 可 
由 NBI PELA EAA GA FXEEECBOGRLIT DE JEXEARS PE S, 
ATRAER: 

nE N WHER f Qn) 一 0 
H-H StmIBQ f, 有 .了 (am 一 D, 

REBA (到 分手) N HTN m - c eu; (mc NIA 
£k M X; X ATEN, inc X dé fie 0, hg T dm3het. 
m€ M ita fn) 一 0， 申 此 人 恒 知 eo JR M Ga p Gn AP. 事实 
X Bn d— int jas m|7-0, RI diX& 27 将 存在 满足 (18.12) 的 fo， 
丽 这 是 不 合理 的 。 | | 

(BERE) fts Um Frapar (uc N) , lih f E UE £5 
fe) 一 0 ($—1, 2, -- ar nds 

f (2) -lim f ($ analj 一 Km 3 > az" f (n) —0, 

ZERO eum 5.1 JA Hg 361, 32, S 9 5.2 ec eT fe EAR FEET C 

arozse, HEA Hilbert ZEB Hd PAn 2.2 与 Ries 定 儿 2.5, Wk 


3X 1,36 2 LEER 5.2 BD tcI poe 5.1 gx Arlon HE, 世 可 得 
Ia. 


819 3t & xx f] 


HEZE  AnggRurfeRRySUEDG X Lip miu 了 
hua-tRadE X", 352. X" 按照 (f, 9c X7) 
(af -- Bg) (e) =af (m) + Bg) , 1f] sup. |f (19.1) 


Ez 


Q ZLE: RB MAHD. 


— — T r — uH 


$19 3c £u "E DAI 73 


构成 一 :个 Banach Zi ARA .X Büdtüg Ej. 

征明 旦 先 证 朋 下 而 的 于 一 般 的 定理 : 

定理 8.3 f D(X, X) JAWAR X £g Banach zERBe6 
X WARMER T T HA, MA SOC, XQ) ER 

算法 T 了 +5, aT 及 范 数 [T| = sup [Tef 

构成 一 个 Banach 空间 。 

REB] [T-S] = sup | (T +5)e] 

< sup [72 + sup [Ss] = 1P] +S]. 
HERAF [o7] = |a [T] Lor de 9 CX, X0 AREA "E 
的 完备 性 可 如 下 永明 : 闭 lim [T, —T,| -0, HOT — 912€ X, 
{Tue} HEJ X RSPR E Caueby 政 化 条 件 。 由 于 研 : 的 完备 性 ， 
lim Tye = ToC Xa UFE, T 显然 是 加 法 的 ,不 包 如 直 , 因 为 更 是 - 
理 1.1 得 
[Te] —lim [7o] < lim 7 ja], 

BEA T EE, R lim | TT, | -0 Wf rh [a] «1 E — 33s 
lim [Tz— Te] —0 的 咸 立 全 而 得 知 。 


Asea EE mR Hilbert 空间 入 玖 共 否 空间 不 * 和 
了 是 一 我 的 (Riez 定理 2.5) 0. 

C[0,1) ERE Ostal UR h, REP E A E- A te 
HEE 


O GENERA OEX CRUS nannu 3S n 13€ ESSI DESSE— 
Barach JB. 


e 因 | 一 了 sj 一 tim | Zur — Tun [| n lint [Fa -Talii -RE 
GO HERSH ER, A X iby Biülbert "4g, X* a X PA F- rep: 
PFiy = (i, 2») l 
RAE — A — Bum) AEE JF] = ferla 1859 je 
aF + BG za pigg —azpd-Bzxg 
WB 


JEP Rmo 


"à $552 Hahn-Danach BJAXEJE E. 

XI AE ty [e0) | meom (19.2) 
成 立 的 ; 这 种 xz 全 的 全 体 记 为 M[O, Y]. ERA e] Secrets (19 20 XXE e 
ES FRR HEHE 

[x] = ess. sup |2¢)]0, / (9.8) 
Ry MIO, 11 HR 
(ry) G) — (D) y), Car) (0) —ar( 及 上 面 的 xl 
梅 成 一 个 Banaeh zzHH, CEO, 1] 的 元 BE 0c SEGEREEAJ EIER EL ER B, T 
看 做 是 M[O, 13 的 元 ,从 而 CCO, 二 是 M[0, 1] FER. 
HER JECO 1 n IÜR Fe A HB AERREDU M0,1]" 的 元 F. DU 
u (t) = i Qt s, 


| 0 sxtl 
属于 MIO, L1, MARAR 
vís) =F W(t)), 
v(s) Æ besal EPVR EZ ABIDE R 
8g — Ü sq -SQG «e o$4 4784771, 


HEG e= sgn[v(s):-v(si. 19, H 
2] [o (ao — v (S; p | p> & [e (sp — v(s; p] 


-> &F Gu) —F (ut) ]=F [> ICM -| T 
而 由 于 zl LI 得 到 
369 oD < tr a- d= — a9.6 
BEACE SERT, | 
Bec) ECCO 1], 由 于 TD EU st — SOSRES SONT 
2, G) =D o (Z) Dn (9) — tao (1s 
d MCO, 卫 的 范 数 (19.3) 的 意义 下 lim je —2,| —0 成 站 ,从 而 


| 


Q esential supremum ]a()| SERME OBEN a A k i A Be t n 
[«CO| WEJ BER EFH (t) a 902 € M[O, 11 看 必 是 ALO, 11 的 同一 


: Ao 


1 aD, 


@ sn amd -İİ azD, 


PTh, 


n 


Ty 


Ta 


$19 Jk p HH T5 


J =F (3) e lim Fa) lim Sis (S) (v (1) (27) 
-[ vided. 

RE Hi, wG) — (0 o0), MA | 

对 于 每 一 个 f € CLO, 1]* 可 确定 一 个 满足 w 人 0) 0 B8] IE E ERU 
to (D) 4 1 5 

fæ) =| ade), se eLo, 13. 
Ez, ATA a 4EC[Ó.l1] EEÆIREF BAIRE 
Lf 6) | <f lee [d [w] (0 GO — | zd x Qo CO de üt I SA 


f JEXESRES. Wf EL 


IA s Buen [w] (D. 
ipaa (19.4) d critic um d 
lf E [m1 CD. (19.5) 
pag, CEO, 1]* -5 «(9) =0 RAHATA w 的 合体 下 [0, 二 -形成 一 
WARA, ARYA. D, ERE SC ESRB w 的 范 数 为 Iw] = wb, 
Rij FCO, 11 算得 是 Banach 空间 ;而 作为 Banach ÆRA CLO, 1]* Fu FEO, 1] 
训 团 做 是 同一 的 东西 ,也 就 是 总 C[O, 1]* $0 V C0, 1] EBR isomorphio) 
Banach =f, 
L,(a,B)* $n M[0,1] RART Mia, 8]. JEL 85 


, my E M[a, 8] IRRE FPES JA. 59 —83 Mz 


16) = (mh, sei, 月 HM] Em. + (119.5 
在 这 意义 之 下 la, 8)* 30 M[o, 有 全 可 看 做 是 同 构 的 Banach zz]. BET 
FAE aceae ap Hece fi 


l1 catar, 
Do. (0) = f 


0 ixcudde l 


€) XP Oscel AREAREN vt), [| Clo) SER Oectsto E wit) Bx 
F, 


外 ”这 里 局 须 只 老 态 [0 1] IERARHI TARA, AMALE EA A At 
w(j= PETOT 0770) W, aep RR RE BU. iR 


(EE Me, 8]", iss EA HE 


7G ”第 5 章 Hahn-Banach 的 延 扫 定理 
而 短评 Poe E Lala, B), A m) Toc 
f (80) = | m, (di 

Bresse € Mla, 6]0. | 

定理 5.4 Miga X38 Banach zEef X'"— (X P — 
TEZ AEH 

RER XE (EER CEA, E 

a*i =F ae) WEA 
EXTA e cK", EE, HF 
v^* (af) = (af) æ) -af (a) — (o2) (P), 
o (Pg) = (9) (6) f -g(2) «s Fe" (g) 


eA = | foo ilio. 
cU E A" 上 的 有 界 加 法 泛 画 ,和 且 icis. 
HES, BEF awt Ey 一 a 了 G0) 十 B87W) ,可知 对 谱 
AX Jr) EE 
AE — 899 , m. Ho mtE B bog E. SE EBEIBDM WORT 
awot Bys-— amy + ys, 
但 因 据 定理 后. 工 的 系 工 有 满足 | fo =t, Fo) = fel 的 foc X" 
存在 ;所 以 [oo 1 o [ao], ARS jeo ls [oo E Ens RI Imo E mol. 
这 样 一 水 , 赁 对 应 es, X [its X** ATAR 
TIEXR GU X JESEdRHI.SDGS EDD T X Bu X** BTE X"" ph 
包 ; 那 么 , 它 是 Banach R X** METAR, 因此 也 是 Benach 2i. Rd 
HEARE XHML Do RAME X ESAR, X a X** JE XE UR 
Jn. in X-—C[0,1], (my 8) FERENT O. fin EE X 30 X,, 
Et, Hill X 称 为 正则 的 (regular) 或 自 反 的 (reflexive) Banach = jij, t 
Hilbert 空间 X Ri hF Xon X* R A X RHE 
€) TERRE: DUAE ICER), p 
v —X— JH dd 了 .1 的 又 1 MSS AUN ELK TA “| 一 zu 3. 


^e ei Hi: BORERESDI CE), p. 86, 


bum dabis mh ———AG- M — - 


£20 35 dx E. F T? 


830 3t Np X -T- 


AGENCES £n Tg duck X POSSE um SC) 
mid END X. 内 取 值 的 加 法 算 子 。 这 有 时, 如果 对 于 下 与 下 
HIBUTMN ER LA. 了， RRN 

HFE wec DT), fT) — (0 ‘20.1) 
RO, f" egi f ME—ULIEBJ, 于 实 上 ,假如 对 一 切 汐 2E 人 D(CT)， 
f' (e) 一 应 (w) ， Rug 9 D Te X. [atras pi 5s f£* X £1 E E 
AT — Ul ec X f G—fiü, ERES fi. 
这 样 一 来 ,通过 
q* f —f* (20.2) 
就 确定 了 一 个 从 X3 内 到 X* 内 的 算 子 人 TT*, T 的 加 法 性 可 由 及 
产 的 加 法 性 看 出 。 这 个 了 T' 称 为 的 共 贡 算 子 。T* 的 定义 城 
2$ 是 几 能 成 为 上 述 点 对 {7 中 的 第 一 项 的 了 的 全 体 。 
”定理 #5.5 STORAGE ZEN XO 到 赋 范 空间 下: 内 的 有 界 加 
HAT I T 39JA X389) X* 内 的 有 界 加 法 算 子 ,而 且 
IT =T} (20.5) 
MEB 设 fEXI, 了 (Tw) Mik e REE A R, TT h 
FRS SFe ssiri el 
活 出 ,从 而 可 写 为 了 C78) =f (6) ,于 此 EX P € X", 了 这样, 了 
EEEE REALT MEERLE ESIA TI, 
Ami [TSIT FERF 7**— (PY SOR T | x [P* | c [T]. 

可 是 根据 PT” RE, EEA X” 38 X TI^ APARRI AT, 

ERERRA X PEU GOESRB.4) X Bg e EA T**s — T9 Lt 


Q ZER I X 的 后 对 生存 企 的 ,例如 (0,9). 
O HAEE, WU Ext, a T*S ye T Syw fv) 
— Ou) "=f, tr T**gy** pa (Tar, HT iii 一 -县 省 福 


TS irs A Hahn-Fanach mun 


T'* Xj T fugi X 3 X"* pE. e T7 Iz [7], 从 而 
IT = T= F]. 
HEAT AL RT M% Hilbert 空间 (3 (92 ) BEHARA A AINE 
FT: 
Y= [115 023 y Pp om Temm T, tas cn Eafe 
如 果 我 人 ?将 y 的 分 量 n H] c 835 EE E ZESSCR SEE 


"n 
m= 25 fut t= By eg n), 


B[ £ np RARE SE LZ E Go iH 因为 (Iu) )*- O0, die T" 4T 
Mtn E BRL REB. CIR 


SI-E—G88J cz E rE aG), (Ta, 2) = Q0, T2) 


Ti n 
tut. 642 ,3 
Pa iji $4 P3 E uta 


Bip, 
Bp (42 是 (S0 PHPEESIUE IESUS PIE AR, HRR TEER Ph 
XH PHIBAHEEO TE M Rx CO Rz zx iH) R APER" (coordinate free) SET. 
WEAK SE (600) By c ROSE TR Ere 6 CEPR URS. 那么 由 于 


(a Q0) ) EFI PAR Ge, 2) -24 La. 于 是 (Zay 6$) 5 (0, T*2) foy 


$l tyt . JEDER 
- enin. 
BIXERT232E ANS mI TU HOUSE ERIS EPA EA: I9 HE. 


3t NC 992 BE d, gE Das tl ERR, E CREDO, DEBER 
数 ece ERRE E Lait, D HRS 


y(t) = 上 | K (4, 5)2(s)ds 
的 积分 算 子 下 ， K 是 有 界 的 ; 渤 是 因为 碳 骨 Schwarz 不 等 式 得 
lico In Lc ets 9) das [a co) jeda, 


XX Yr. EIE 


"d 


nij 


从 而 有 | 
xl<(j f |K (f, 8) |3 di dsy 


à. 


ve M uà —À e — 
T4 — — 
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的 后 故 。 由 六 E L200 D* SET /() € La(0, D 使 得 六 内 四 TERA 
fan ^|. wf G)ds, ve 1,0, 2), 


ax 
f(x) | (f xe. Dc) dt) Fs)ds =| a (| K (s, Of) às) di 
=| a ( i, of ode t = oc) fat 
从 而 得 f*G - KG, 5 fos, 


因此 ,下 AEAT IELE G, 9 =E, 0 ARRIA T, 

HAAF ZA3 (E TAF PAA ET A eA Hilbert 空 并 
X= Ly(— 9c, 02) BBPISBE im (D. 仍 属于 Lal oo, ee) HIRS o0) 为 定 
EDD, mM DT) Bp m) ARR x0) PHAT T, ET T XR 
ERAT- Wae T'—T. H DT) Æ Lyi- oo, c) AARAA AR 
D e] Ey 0 DIERE v) [IP] m Mdb E Lale 9e, 9o) AMW, DID 3X EE RJ 
c0) ZAT DOO 的 事实 即 可 知道 BE gy eD HIZ'v—y*, RI 

[^ tr 。 vo a= | sD- y Edi EOE, (20.4 
MERES ao (X EDS ERE FU C, to 上 为 LÆRER A U erR, A 
f t vajar = [^ v* dt. 

BHE, BGAE e e a T PANBU to oH i —g* SU. 也 就 是 
ak AR ye DD R 7*y-—y*—Ty. HR Zn T.cSSqo XS y 
4r y* O =i , RJ (20. 40 p E EHE E RO) ESI E T* — m. 

HEATA (最 子 力 沧 中 的 动 其 算 子 ) — BER Hilbert i 


X= Lal eo, 69) BN FAR m0 y BÆ T 00 cio EREE HE 
O 2 (0) 仍 属 于 Lal eo, co) BI, JAX PERRA EAER DT), 而 将 


$ (T) PATE O BR RE mn! OET T, BARRATS T =T, 


T 5) (IYE Lat— 92, c2) P3 TAERA 3 这 是 因为 站 有 有 限 人 区 了 间 寻 为 0 BN 
— z RI Quei aic m (5) E) PE Lal — oc, ec) ABRE AER c(O SCIES 
0 ix GO XZRIEEM f 4EAJE yE L0, 1) 的 江 卫 数值 。 RIE 


O HAERE r(0 BERA r0 AEE., TELRAP, WAREN 
«TE jai EE, 


- - o ——Á — € — n 


80 第 5 并  Hohn-Banach jsp 
CUP Sg, rO cD HT'y-gy*, Bil 
E ius s y à- [^ «oy aia (x € SB), (20.5) 
ARE 4er) X 
XE teti (0) 一 下 | 
XE xa n EH teig tni, e=, 
在 e-m lata HN hakata, rio Bg 
AERE, HE AEE taltta A 
中 M y (f) di= | e) g* (D dt, 
内 而 24 n= oo Er i P AERA JT 28 EB EMA a4 fu. 
"iy (ea) 一 y) j-|*g* (£) dt, 
HT HIER GE SUM, y(to) EEEE, TIELEEHCRSETRAMTEOOERR, 
XÉFESRBS fX diy (3 =y" an. du gd EE. iX a ye Di Hy” T" 


—Jy. EZ, HF ycr) 可 了 各 他 一 fy 从 3X AR (20.5) SEE 
DEIR ARE. HE E, a(t yH EDD B ABUH € Lgl 29, 92, Arm 


使 im s= o» 时 能 合 lim fe yE |^ —o tici {i} 必 EE, 这样 便 得 
到 = f r 


"wh 


d 


POR PIRE, SB e, m JI 20 og 


Banach =E X Bs (m. ME dT EO ik EDS TIERE 
FEX", 数列 0 (9) 都 收 化 的 情形 却 是 有 的 。 例如 Hilbert 
空间 A REAA (p.p. Aus] Bose 不 等 式 居 1. 二 所 示 , 对 于 
MARISE =X" E 

lim (Fr Q4) —0, 
本 是 ,由 于 当 nem dr, 
| 加 一 Pml? — (pa Pas Qu — Pm) 

-lo.l?- Gp 93 — Gn $3 二 pnd? 

-1-0—0-4-1-2, 
(o. 拜 不 接 范 数 收 佑 。 在 上 面 这 种 情形 ,我 们 该 {p KEF 
0, 在 分 析 学 的 许多 则 题 中 ,， AAE XJG uS RJ ird, 
{iei 29 S AD 的 共 沪 定理 或 洪 Hilbert TERMER o; 
|a «LEES Bee $879 SEC I xx te ny ELids — r8 c Seca hos Du 
是 不 少 的 。 IS8.dpX 8] EE C esc peso Zim i0 
用 等 价 性 这 种 形式 有 拘 分 析 学 定理 有 反 典 型 ,我 们 可 以 举国 von Nou- 
mann RSZBJEIm E) XS. BRIA G. D. Birkhoff pj 303 
Hzn, BAET ens dE 


$21 3t R zE HE 


Binti Terpana ARO, 
E 6. Í (lesspanmp BEA Banach 2H X Ee Yh 


Q H. M. Dexeanz Xpx. gar. hilarem. O-na, (4) 13 (1986), 3D.—4D.- 


ES BIE Hye, AE p mda 


Hae o Go WE O 

piety) sple) +p), piar) 一 |2| 2 CGR MEE) e. 

(21.1) 

Osp) <o ARIE). (21.2) 
XXI EETEAE TE y B m 

对 于 所 有 的 cX, po yl] (有 界 和 性 ) ———— (21.9) 
RIBERY O FEM (lower semiconitinuous), ， 也 就 
E, | 

对 于 尾音 的 poc X HAEN 80, 

存在 =Ò (m 8) >0, 能 得 只 要 | (21, 4) 

jemols, 就 有 pim) >p) e 


成 立 。 
征明 (必要 性 ) AW po) =pl yty) p(zo— 9) pn ， 
和 O«p(y) sy dyl 所 以 如果 取 使 得 ys 的 9, (21.4) 就 成 
Yeo 。 
CEA) ”和 如果 (加 在 以 wo 为 中 心 , 8 usd RR 
K (2; z—259]«91 
IAR FE pE) «1, 那么 ,由 于 mo 与 mty HS CE, EH 
| (gy) -p(— tot mty) « p(— 59) Fp Ge-t-y) 
. =p (to) Hp Gro-E- y) « 22, | 
这 时 取 y —251/8 的 新 (21.8) 成 立 。 因 此 ,人 根 如 不 存在 使 (21 .3) 
成立 的 正 数 y, 那么 ,在 无 苍 怎 样 的 于 球 Ko Lpo) 势必 都 是 无 
RENATE Ko HAA m [S pad) —1, mha F ph FEH 
FE, E AERA m ARD SERE O01 无 分 小 的 半球 K, 使 得 
oy 01, EF Ki BRA pOl, 


O mÈ Pt 一 上 和 | C Ar SERGX BEBO prf. 
£.. anubadditivity. 


mm 
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继续 这 样 , DETZEN RA {zx} RIA ww 为 中 必 、8 PRE 
K, 的 叙 列 ,使得 . | 

K, 42K, 0,73, HF K, RER DE) >n, 
MALE, P mn Mur eue Kus an pns mu] Sòn 从 而 Gn 
PEKSA. B im 一 2, h TREERE, 必 |e- tl «c8, 


IEI sC KK, HARRE pis) >n (n—1, 2, -2,m (21.2) 4H 
反 。 | 
AX. ERES S B DHATRI GE (resonance theorem), 
Ëp 
定理 6.2 (Banach) 如 果 在 Banach 空间 X bg Ys WE 
Nie ze gg X 内 取 值 的 有 界 加 法 算 子 T. 的 列 { 满足 条 件 : 
对 于 一 切 的 gE 了, {Tw} MEAR, — (1.5 
那么 ,与 此 共鸣， 让 AB] BERE 
WEB] E pe) —sup [7,2], EWE (21.D, (21.2) , K p (ar) 


« JE T sp3icilo on, xx DE SEE EONONE {Te} 的 sup 的 事实 即 可 


知道 。 实 际 上 ,首先 存在 着 这 样 的 nn BE p(o) - 8/2« Vaso]. ph 
Tuel 的 巡 术 性 又 存在 着 5 一 8 (wo, n, 8) >0, 使 得 当 ws 一 so 所 6 
时 有 Tues] 75/2 10,9], BECA 
pm) — es | Tum] <p e) 

hix A. 

于 是 自前 定理 存在 y> Bi 

| pm ys (me€X;n-1.2,-29. (21.6) 
X FEDH UD) MER 
' WFA rE X, lim Tw = Ts, (91.5) 


RE £17, 10 AP SE, H T ADR AmE TAE 
"Ti lim [P] | 0017) 


B4 Ter kEm Rra, EAA 
RE | 

EFRH Wati T.a EDER TO geb x9 Jui£52g, 从 而 由 
(21.0) I5 TG Eris EE PT 3E2E (21.7). 


522 Hilkól sad uc 


EXE ”如 果 对 于 Banach ZH] X 的 点 列 (24) Es AC B9 So, 
*IT—9)8yfcx', lim fm) fn) (22.1) | 

or, HU it. BARET To, HRU TE lim wn = e (853) ,w-lima, TW 
E not ()58, 


BE LOO. D 的 图 数 庆 fen y Tn 划一 in nat SeT 0, HE, 
AD TEER F E LaO, D*-—2Z4(0,1 nmgS58 y (0 € O, 1), 使 


7 他) 一 RC (4), (di — | ， y, (6) sin nat di, 


Me GOD vU DDR sin net} BÉ nM) Fourier 3528. Mami t Bessef 不 
xx LL. , R n9 o2 而 收 分 于 O, | 


EMI TAER a SERERE A Tim 12, 29] -0 
Au 8 E. EESOE lim Ta = o (IB) , s-lim vn 二 wo Ex Ct, (BR). 

TE HEB 6.3 (i) E: s-im En = go, HJ vi-Hra 2,7 29, (11) Ef (2) 
aucem. AURS ER w-Hm tn 一 0 崔 一 确定 。 (i) EDS w-lim wa 
zo， 出 不 一 定 s-Hm C= wo GV) FF w-limz,—«,, Hu 

lim jeleo], 

HEA (D 对 于 F€ X". FE fE l= 1f (Go) | «| f] 
hnel. ERENER 0 (mo), GO Bn m 以 外 还 有 
BER eo, 则 对 于 一 其 FEX" SA f(Gx—f), Hg 

J (Som wo) =0, 
dn oeh 4-0 RISE, 将 和 定理 5.1 RLRE, Gii) L0, 1) 


p22 LM SG B 85 
中 的 (sin nat? BARIUT 0, 但 由 于 


1 
pr E 
| gin nat] - (1 sin?naz dt) =] (n—i,2,-), 
Ü 


tsin ng 本 并 不 强 收 化 于 0。 Gv) (e) 3X 
Kaf 5f En) a-1,2,--) . 
定义 了 从 拒 ” 济 数 体 的 有 异 加 法 算 子 An BRA, mE 
Lm Xf —Xof. 


由 于 这 时 IX. = 上 zs 上 有 加 证 定 理 5.4 的 话 明 中 毛 孙 , He (21.7) 


即 得 
lim Ja] > eol. us 


定理 6.& (0) 如 果 对 于 Hilhert 空间 X Bu; (ms. [lx 
HERRANZ (0) 的 适当 前 子 列 (v) BE. GD Am 
JR Hilbert 空间 X 的 点 列 {zn} BTF nC X, H 

lim |æ] = [ael 
那么 1v.) BHRAT S. 

BIER] (i) |æ, mo]? = (En 49, €,— 5o) = [Enj — (mu. So) 
— (to, £4) -- |2o]^, 24 ncc Bir, — [ao]? —2 (eo, ta) + 120]? — 0, 

O RTE jel cL 而 不 我 失 一 般 性 。 由 于 下 pE Dar 
(o, frasco dem IR] APER m MERER ERARE 
可 数 的 ,可 以 措 它 们 妖 列 成 元 素 列 (y,). Br Pl ETRA AAE 
EEE'E Peka WU skBEH TERIEJGETERBSSE 4, RU US 
为 X HATAREE B, Bp M 成 为 可 分 Eibert g H mi 
iy dE N AWE, 

对 -于 每 个 Yms BEA (0, Va auia, ROB RES, Xu E 

| (2s. ts) | || lii. 
DJ IERI EARD BEXEIB 3525 89-74] (0), ERT — B v, TF. 


85 folk KAEA, pec EC PER 
在 着 有 限 的 lim (ry, gu). 。 这 便 是 按照 下 面 的 方法 选取 内 的 : 根 
据 Bolxano-Weirstrass 28, WARRI (ms gi) asso... XBH 
VC RCRS H^ 208 | 
(mi, Vi)» (Ea. Yos Was 93) 5 cn. 
* 同样 从 有 界 数列 
(rs Vs), (Em, Vs)» (ms Ue. cct 
3b Hic SCR T- A 
(Sras Va)» (Was) Va) s (Cass Yali "n. 
RR RE DUE HERR 
(Enas Sn) Cg, aas Yao Cs an Yaja t 
35 heatha TA 
(Bins Ynis (Bans Un) aas Va ett. 
一 直 继 模 下 去 。 然 后 取 对 角 线 上 的 元 素 
Ta — Dun 
EET (0) FA n, MARTHY m, 
(Sy. Vu)» Ers Vm) (ary Ym) Unt 
自然 都 是 收 做 数列 了 了 ， 
由 于 (vs) ÆN ARESE AAE KOITERE Bu yEN 与 
任意 的 670, EE Ym E [Y Yml <s， 因 此 得 
| (m. (9) ^ y, y) | 
= | (es YI — Gers o) T (s Um) — (ow, Ym) 
于 (Ges 9) — (Ue V) | 
.ly gl | Ge Eer on) | + e] 7 1. — v 
sl. ek | Gm — e, Su) | 1*8, 
右边 第 2 1834 w, F—oo 时 政 敏 于 Q， 从 而 数列 了 ow, 9 ) 路 敏 。 
A Ande FER zC X , 如果 分 PO =y Bus. A EDT ， 
(v C 


$22 ami 5smlmt 87 
(ay, 2) = (P (Dau, z) = (ap, P2) = (av, 9), 
而 因 YE 9i, 可 网 {ew 2) alice, fedi f) 一 lim (z, ww), 
出 由 定理 6.2 3&, (2?) Ey X EAHA A mE, Bun Riesr 
定理 2.5, 存在 woE X, MEFO = (2, mo). 
这 样 就 证 明了 Hm e, — 2» GB 。 
Lila, B) pA Tala, B) 的 点 列 (m) GARAT 
Lla, B) 中 虚 的 子 列 的 这 要 条 件 为 
(5, 0)) 等 度 可 积 (eqni-integrable) , MERER, X Y 
于 任意 的 s>0 可 确定 8 一 8(6) >0, 使 得 当 可 测 第 
ES (a, 8) 的 测度 | E| «o 时 总 有 eo 
| jæ [dta (n1, 2, …). 


C0, 1j PARRA exce, PELIS EU EE A8, 
定理 6.5 (Ascoli-Arzelà) REREH [0; 1] ts Vui 
XE UTE] 1o. 0) ) 为 等 度 有 界 : 
sup |8) | <e, (22.2) 


1«n, 3c [0, 1] 
HAFEN: 
”对 于 任意 的 e>0 可 确定 8 一 6(e) >0, 使 得 

当 | 一 | 所 3 时 ,总 有 [e 一 oo 人 ty | x8 (22.3) 

Cre=1, 2, 

这 时 必 可 选 出 适当 的 子 ( 画 数 ) 列 (n, (0) Y, 使 {ew l} 3E Ox ml 
— fries. 

上 三明 由 于 有 理 数 的 全 性 是 可 数 的 ， 满足 O«ysl 的 有 理 数 
y 的 合体 ,可 以 排列 成 均 风 {yn}。 由 于 (22.2), 我 们 可 以 和 在 前 


TT m E 


O HRAMA: HAH IL (R9, p. 68. 
O MRHAR HEH R TRE ZGREU" Ens HERB E ALES SE SCA EROR" 
Fi" CI 5,1 2g SOR BU OREL AFE 


eg Hom BPR RRR MTAA 


FEREN H — E, AJH A f Up Exe HE Qe (00. 89 -F e 
iow 0), BEF 
对 于 一 切 的 m, (ny Q0) ) EU AE, (22.4) 
BIN is EA ARKEA [0, ARE, X TIEA, RER 
N =N (8) 充分 大 , 必 可 使 
min tn S 


对 于 [0, 1] 的 一 切 点 成 下。 及 因 有 (22.40 , OSEE ZEE LN 
M —M (£):-0, 特有 | 

dE. kM, HH je. ~ | Se (m-1,2, -, N) 

| (22. 5) 

成 好 。 | 

因此 ， 24 ow, £M Bd, 对 每 个 SC[O, 11, 捕 需 适当 地 到 
Ja, (Ls mos IN) , h (22.8) 53 (22.5) Bf 

Hae (E) — me QD) | [e O) me a | + 8v (s) — me QI | 

+ | (m. Tr (1) |  8- £ 4-8 — 88, 

ARE, (mp0); dE Ox t1 E Subent, 


$238 G. D. Birkhoff 的 个 别 通 历 定理 及 J. von 
Neumann 的 平均 通 历 定 王 


—. "Eni Euclid 空间 的 有 界 域 2 PEST. RI EE SETS E Ut. 
BERW, 2 的 点 在 % 单 位 时 搁 后 说 移 至 OQ BER cw 

a>r 0 +l, 02, «5; 09—0), (28.1) 

因为 所 崩 稳 定 的 假定 意味 着 流 的 情况 与 时 间 的 原点 如 何 取 法 无 

关 , 所 以 具有 和 群 的 性 质 

(00 Qs) m= O8 1m. (23.2) 

Big RR AT- RT HB PEDE Za FREA, 邹 假 定 当 集合 ACLO 3E n 

单位 时 了 疝 后 被 移 于 A 时 CA, — (0; oc Ap, 24. H [yt 24 A. 0E 


— TE Ee de ede A IMMM 


h 
TT m 


$23 G. D. Birkhof HAEA J. von Neumann 的 平均 于 历 宝 更” 友 


Lebesgue EXE WV. P) HI BUB 4 为 可 测 , ELJC Lebesgue WIE (OAM 
| D quB 
A (23,8) 

这 样 的 变换 co, — o, (0) 称 为 保 油 变换 。 用 统计 力学 约 话 来 
Br, HUI dE E JT PER HTC RE USED] (phase space) Q 
RR oo REER BAR N ET BIER 72 2 SR B Hz RE HERE EL HR 
引 超 的 迁移 过 程 (28.1), ARE (28.2) 45 (23.8) 而 (28.3) b 
非 是 要 求 所 训 Liouville THR., 

在 上 壕 的 迁移 过 程 中 , 对 时 间 n->co 时 的 状况 粮 据 Lebesgue 
DUE AREMAN , 3c JE E (ergodie theory) iH 
Ho MUE O PIE RN A, 考虑 A Bit VERE 


no) e [7 et d, 


5.4 


如 果 在 O 内 取 一 点 o IMEA S a4 (wn) BRS, BARATTE Sh 
RIA, co HUE no Mir LAE — Re c EE DA Nn RUE BU — 
B AAE A ARRIRA n Et, SAAR noo 时 是 否 
BEA ERRE? 也 就 是 就 , 从 o BES 4 BEDR 
数 (mean sojourn) EAER? Ie TS A SE PRICE 

38 6.6 (G. D. Birkhoff8) 如 果 c(e) C Z4 (0), Bl (o) 
为 在 Q Pg (Lebesgue) TR AE (f REB , 98:2. ATA SEE OUT EHE 
0 — 6o, 7H PRAI 


时 间 平 均 ^ (2) 一 lim a7 S (o) (28.5) 
存在 ,而 有 8 | | 
| eto) d= | sodo, (28.6) 


4b Proc, Nat, Acad, Sci, 18 (1932), 650. 


à 


pa TEES DI IDEE 
WE PL, w' (o) XXE TRE IB] BS EE XE PRSECTS E , BA FA RI o, 
z'(og)—z'(e) (b—0, X1, +2, =), (93 7) 
定理 6.7. von Neunjgnn6) An elw) E lal, Welw) 
A a MH Oe ,而 百 . lel) 2x35 OQ A (Lebesgue) utis 3r fi pH 
A DATE 
Hin tim | in -: S rlon) — a" (o) | do=0 (23.8) 
Bg 2* (o) € La 存在 ,而 且 (23.6) , (28D Vc. 
;EXR6.8 (28.5) A (28.8) 4 [RT Bl ptr RB O8 EUR] 


n—i 一 并 十 1 
z" (w) = lim n? Sa (o) — lim si Sis (as) (28.5) 


, (对 于 殖 源 的 出 发 点 o — o JOE) 
及 n-1 - 2 
Gm] [n S elon) a" (9) | do 
m tim | n7 S m(n) =a" (0) | do, (93.8^) 
HEE, Ep 


Rio Bit RIESTER BIZB Z3 (23.9) 

E ”因为 定理 6.6 保证 闭关 于 Q 中 各 (确切 地 说; PENSA AER w 

的 时 间 平 均 他 的 存在 ,所 以 称 它 为 个 别 洱 历 定理 。 因 为 定理 6.7 (RED 

在 L.C) 范 数 宣 义 下 , 闻 所 计 平方 平均 收 项 (mean convergence) 意义 下 时 个 
平均 a* (的 存在 ;所 以 称 它 为 平均 温 历 定理 。 


基于 这 斤 个 定理 , 注 历 理 答 就 可 以 建立 起 来 ,关于 这 个 问题 后 
IB xb DEED. BUE oH E TREH, 


$24 个 别 更 历 定理 的 征明 
定理 6.8 ARERO HEH elo) € bi (2) 是 实 画 数 的 情形 来 


4) Proc. Nat. Acad. Sei., I8 (1932), 70. 


Q JE CBODIS rw) 53D Hiis. 楼 省 年 
© à. Roxuoroposn, Marem. eo, 44 (1937), 368. 


£34 A4 NUNT EARE B1 
EMRET. SLELERHBHDUT XE o 存在 有 限 的 
o" (w) = lim n Sw (wa), 

而 且 | «(odo =] alodo wrae, 

首先 ,为 了 指出 a" Qo) WEE, REMH a<8 hr, ARAN 
KRAE | 、 

Him or È oon) >B, mm È a(n) <a 

ERR co BEANN ANE JN] 29 0, Xe 113-0, 
只 需 指出 
| (0) do 2» | W | -£. (24.1) 


in 


因为 局 样 得 有 | za)dw@ «| Y |a, 从 而 由 ac 部 可 得 
|F| =0, 


现在 一 般 地 全 ys(o) = (b—a)? S a (on), (a, b 整数 ， 
ab), STET w, 如果 存 在 满足 
alog HY axb <b h ya Go) <A 
的 整数 a, N am a, 3 为 端点 的 区 障 (o, P) ONERE" co 的 特异 
DEB. HA4 ecah 有 时 有 
Ja,» (0) = (6— 4) 1((a! —a)g, e (9) 十 Bayra , 
所 以 , 当 我 们 考虑 对 应 于 局 一 个 的 两 个 特异 区 间 a, 6), (a^ , 9"), 
陈 了 可 能 有 一 证 包 合 另 一 左 的 情形 以 修 4 不 会 有 相 重 合 的 部 分 。 
$5 c SERR Dp. mE l, b) BU Je HE (b— o) «t, 而且 是 对 应 
Fo Bde D ET TRGS THDR .长度 不 超过 ? 的 特异 区 加 
(对 应 于 同一 co B) ARR REHE (a, DIHET o b CARERE 
0 — 155085. Biiz3.2; ER B EE IE 
O HERH | *(ojaa 有 误 。 一 -被 省 福 


m LELI EFE mA mmm -—— —& e — y m y 


92 FERE HAEN B MR MI SER ` 


Eii HEAR ATIR ER e ARRE i 1i — T 
FIOR E PT URR TEE FG AAAA 
由 集合 N 的 定 广 , IEN PATE o, ELSE PRU EAR 
K R ax 0-5 E RRR a, 5) HERPES X E F 
EDERT, EL N 0S OV RPE 9 的 HRR BAT E X D B3 
NISN GCN: Bode (J N:= 
X N: 用 本 没有 全 SNB N p,a 的 和 和 集 


i 


NN * N pron 


在 此 N p Ar N RPE TAE (~p, -pt q) BUE EP] 
Je rt Fe se EAT 44e | 
[B 由 于 


Yp -pta (0) =q LS elon) yo,a (9-9) , 
o € N, 与 o 4€ Noo 是 等 价 的 ,从 而 由 (29.8), 
Wl 一 [Noel 且 | m (dom |. oon) da. 

因此 

|O doe Z Ble, (do - 31 25J,, 2600 da. 

一 Da f Yo, q (0) de», 

各 果 oC No, o, 那么 由 于 Yo, (0) 77 B, 

I, alados $i Isa] o8 S S Usa BEI 
因此 , 合 Loo 即 得 

| (9) mo>8:171. 


— m, FTT He aÁ mo -€« 


tat "AUEBIiEFSBUSLBH 93 
Axim (223.6 B9HEBÀ P TARER ER AS 
[ie S a (om) l , 


l Hl, " nin 


WJH Lebesgue-Fatou 定理 得 


| n (l5 uuu 
| lim P M gos) 18 Tim | iod o gessi 
D ues [| m=] ne £4, ml 


<limn M f lolon) | do, 


non 


此 式 的 左边 一 | ia (o) do, REAA i P (28 S WAF 


| loo) |do, 
因此 ` 
Do) ARH [ iG dos f Jalo) do, — (04.2) 
3—ÀH IB ETTR o (2) g 


(c) =w (00) — 253 (9) - 


(a) L--2(2)) — T (1e) | (2), 
立 知 e. (oy va (co) VIAE M E 20 MEERE, EE 
g' (e) =v u) —ax(0)., 
HERY TERRA f RA EROR e. nla) 或 ma (co) RIEBR (28 6) if 
4T. MAWHUR (oE I,352,m(24.2) 88 
| Godex |. m (ce) da, 


Ay Y SERE DC AN, ERMEE, ANR ETMEN (24. DAÅF, 可 
得 到 如 下 的 审 实 , 序 当 a<B 时 ， 
对 于 满足 wo «B ng o S pKELS BTE N (oy, B) | 


ar |N la, B) | |. ados |N (a, 5| 


94 SER RGE, kA RA 
Ro BEXub, HF a(o HA 


f. c" (c) do 一 lim »2 os e N( Mu ) 


2m 3] us, ROOL 


fl-cce k=l 


=| = (w) dx, 
FERL T (23.6), | iuri 
$425 平均 通 历 定理 的 证 明 


IS JEU c fco Joe ERR FRE et, "bre rue 6.7 作 
为 尾 殖 情形 。 | 
定理 6.7 (年 均 通 所定 理 @) GU A Banach 空间 于 到 其 


HSARA MEAT DORÉ | 
je m mjxvy«9 (12,9, — QD 
lim n^ lig - 0. (25.2) 


这 时 如 果 对 于 某 个 TEX, 点 列 (m: 
s, mnt SS Tha &ct BU ICT 
EX -EAI iz 3 
那么 (6) ARKET c, 县 
T" —qu*. (25.45 
 BEBH 首先, v — Ta", BD w* OST SEAT RERET An TF E 
知 : 由 于 
[Te anl =| a e+ ol 


(95.8) 


£9. F. Riez: J. Londou Math. Soc., 13/1988), 274. E. Yosida: Proc. 
Imp., Acad, Tokyo, I4 (1928), 202. $. Eakuiani: Proc, Imp. Acad. Tokyo, 
14/1935) , 295, 


825 池 均 淹 历 定理 的 亲朋 95 
55 (25.2) , Tay AARETE, 对 于 任意 的 了 E X", g (9) 一 了 (Ty) 
BT X*, ALAH fror" (38) , Tep" EEP Beg im f Tey) 
5f, im gew) —g(7) ,. Ai 
f(a") =g (a^) =F (Ty) bn f(a" — Pa") =0, 
TEH B T AHR 工 不 能 不 育 s 一 了 2 —0, 
ER, E 4 一 和 t (vei, h F Tw —-,14 
Pa 一 必 -t-r T S (r—m"). 
从 而 只 需 指 出 当 n-»eo 时 右边 第 二 大 强 收获 于 0 Bpnr, 
RJ KESATMA TAF 
B-T) = {w; w= (1—T)y, YE X} 
的 w 有 lim wu 一 0 ( 强 ) 。 这 是 因为 此 时 vos 成 为 
wm (y T^y) 9, 
故 和 .上面 一 样 利用 (25. 允 部 可 证 明 。 其 次, 设 : BUE UL T) 的 
按 范 数 交 并 包 ;, 嘟 么 对 于 尾 意 的 8270, z 可 表 为 
z=w+u, WE BUT), lul xs, 
gi biii EF Z, = Wat- t, EJ Wa 有 lim w, 5 GR) X. B3 (20.1) 
有 |<Ye (n1, 2, 52, WARI lim [n [ vo, 由 于 6>0 
的 任意 性 着 不 能 不 向 lim 24—0, 


这 样 一 来 ,为 了 证 明定 理 内 需 指 出 (各 一 好 RACE B-T) 
AR EATE Xe A, 假如 wa) 个 属于 Xo. HB 
4, EH D.I 3& 2, 势必 存在 foc X" d | 

fe(r—4")-1, A4 z€ Xa hf fota) —0. 
但 因 (PaPa) € Xo, lk fo (P2) fo), Jti 


€ — o HG. "EB wr 


O nou (E -T)y, Bev, m I (IL P9). M JE BE ws Qo Tr) vs 
Bk, — HAE 


08 第 1 章 HHA pg. IE 
fin pm) fol) (Q1 2,75. 
I] EE, B (20.3) BA fola") 一 js。 这 和 fois —2 ) —i2PJH. 
| REHE 
定理 6.3 的 证 明 RU Oy PÉYQADT ATE LA, 
PE mc) —e(o1(9)) € at 53 REM , BB 
(Um) (e) melolo). 
EE- T, KERTEM ow 是 保 淹 的 ,下 有 
| nos (9) Ido | 129) jsaa 
的 各 故 。 因 此 型 由 定理 6.4 (0) , 便 知 取 T —U, y=1 时 前 定理 对 
于 民意 的 zxE L,(O0) 都 可 以 应 用 ,从 而 由 《Ce) (0) =w Cem) BT 
(23.8), EX, 
a, (02) =n S a Gs (0) 
MERRIE, ARIS QREUI y (w) =L, 得 
im CN y) = (v. y). 
但 因 crc, Go). ZR AS MS , 1 
| aonla) d= | eldo, | 


所 以 上 式 左边 成 为 | e (9) do, 又 因 右 边 为 | (2) dos, 于 是 
(28 . 6) ALEE, 
"EXRO6.8B9NEH] 首 光 证 (28.8n7。 由 定理 6.7' 的 证明 ,下 的 
EET eR] EUN 
=g" +(e), Fie Us" =e", (œm C IST —U) iml] tal. 
(25.5) 
nA T —U7, y «1 fipz BE 6.7 也 可 肯定 


- 


A 


EE e 97 
at" (w) =m nt SS e (as (0) ) (8B) 
,的 存在 ,面世 也 和 上 面 一 样 知道 对 可 以 如 下 和 分 租 
p=" d (ww), 
Tu | 
Ug =a", (m—a E [358(I—U7 ARE 
但 Uy=y 与 Ugy RSA. XE UT SEU 一 样 , 也 是 将 之 
—H HEBR BB XjxRA- X, Me (I—U)sEt5 
Q8 ((I—U)U-2) 399 (U 1 — D) -38 (I —U-1) 
—d& , AH, ZuübiH HAT (25.5) 的 唯一 性 的 语 , HU H m —4 ^ WM 
(23 .5') BRE Eiko 
345 1823 8E (26.5) 的 唯一 性 只 须 指 到 ,从 Uy — X 
yc [3502 —U) 的 团 包 ] 
可 推出 y=0 就 可 以 了 。 但 如 在 6.7 的 证 明 中 所 示 , 当 
yc [390 —U) kP &] 


时 lim a S yan) —0 (E), 5——5Ii, 由 Uy 一 y f$ U"y-g, 
Bn y (o) 一 =y (o), M. mi x: E y (om) = (o) TERIERA y —0. 
SEEM (23.59 B3, 4E flo) E Lal), IA B T 2 f 
LME [O| 是 有 限 的 , 依 Selwarz 不 等 式 | 
f 1E) dos {| ido. | £ (eo) paw) 


Ea 2(o) ELCA). MRF (o) AIEA ELS RENE 
ETAR. BRNIE ERSE 2 (o) 与 根据 平均 ， 
BEARS ER. SOEEDU E Lla, B) 的 完备 
PEE sb — RE, Au lim 2, (o) ( 强 ) 存在 的 医 , 一 定 可 以 选 出 适当 
的 子 列 (3, (0) 殖 通 收 敏 于 lim £, (o) BA) Akiko KREE 


"n 


9 DTENES UIN TNT 


由 于 上 面 这 个 事实 ， TRR EI Bi d h A PB 33 Ep 
£' (co) GA 


现在 按 Lebesgue 积分 的 定义 ， 对 于 每 个 s ELO 与 任 


”总 的 890， 可 省 全 (ay E hD 1 PACO) 4i 
| Iet) -So)1ao<s， 

Hie, d (24.2) ET (e (o) 一 8(w)) Bob IE geo 
| la'(2) - 8* (Q9) |de | lot) — (9) [do e, 
同 祥 可 得 全 | 

j lelo) =E o) Idas], 129) — (2) Ide «s. 
但 因 如 前 所 示 命 = 他 故 

| la^ Ca -wo) ldo<2e: 


由 于 270 的 任意 性 , 途 不 能 不 有 oce", 
826 源 历 性 与 测度 可 迁 性 


Ra UC Cs (n=0, +i, X2, e) HWD G nai BE | 42 | 
ARE. ARREDI (ergodicity) 由 | 


时 间 平 均一 相 空 商 平 均 (26. 1) 
FEL 也 就 是 诡 ; 当 对 于 任意 的 elo) ELO) (p=1, 2), 
^ (9) =| (odo. (a. 6.) 图 (26.1^) 


etes EE Enna EB. ED mies 6.6 KER G.T, 
| > (c) dt = j, t (c) dq, 


O Eao) BOR lim nct S. a(n) , DA MD SC, e 


Q WFAA wo," gx xr BI ALL EU (8.6), XX IL à. e 79 almost 
every-whore WAE | 


820 iBDTESH Ent po 
所 以 (26.14) 跟 | 
对 天 其 常数 C, slo =C (2.9) (86 . 1") 
世 成 为 同一 国事 。 
A TRUE HERE RRE a oo) 反 y(w) 分 别 为 可 测 
ig A, B 的 特征 醋 数 : 
l otd, | [1 e€B, 
alo) 一 lo oga, T5 lo 2EB, | 
那么 ,因为 Ls o») E HA (<i E lim Ey (c0) =m" (w) (a, 6.) s Bf 
HERA im E, EE 


lim Ens Y) = E, y) -| wo) do d, y) 


-| alu) do*| v (9) do Al -|BI. 


但 (oo 9) = 4 33 | ono)) yo do, 
而 由 于 oun wo) ERRE, 
CEOL y io) das = feanen?” 


=| ANB] — A0 B,]. 
Bist E B 的 点 在 m 单位 时 间 后 移 于 Bas Ba 和 A 的 公共 部 分 的 
测度 的 上 时间 和 平均 必 等 于 14| 和 |B| BR”. BEDERE ME 
不 外 乎 是 说 ， 在 时 间 平 均 的 意义 下 , Q 的 各 部 分 将 一 至 地 逐渐 移 
到 2 的 各 部 分 。 

TERR 为 了 求 由 相 空 间 8 各 状态 点 4% 而 害 的 物理 量 
(o) f E RR | (oo) deo, Ju de PEDIR E BS, FL 
从 年 一 初期 状态 出 发 ,每 隔音 位 时 间 测 定 一 次 求 出 w om) , 然后 
HENDES (o) — lim «7 S aoa) ERTA] oodo, 


£9 HARIRA o beH O RIZ C SUAE Fek ENA T o 


100 HoR SUD uH. 490 ek LIES IG 
这 不 放手 就 是 商定 黎 计 六 学 基础 的 ， 物 理学 者 所 要 求 的 逼 历 侵 巩 
(ergodic hypothesis), 
SB) BB oras) 2, PARA ty y} 
BÈIE O, EPELE =r, y=y (mod DN, 
w= i9, y} Ej w= (85, y] 
palude ER. mA a. 8 ARRETE, BiA FRE 
条 件 m^ 3-270 的 整数 对 m, n, fH mad n8:50 (mod 1), ixl 
到 42 的 一 对 一 点 变 接 
o= (2, y) o. — etma, y--mB) (m0, +1, 二 3 
对 于 o£ ERN do= de dy ER cou VR DS, HE ec, 是 
d Wim 
醋 明 ， 我 们 知道 对 于 任意 的 Jio) C (O), Xt BT AEH 
f' Go) EDE, BI f* (e) —f'Qou()) (4.8.)， 因 此 ,关于 £400) 
HNIC IO IE 265 5647 75 
(exp(2m^/ — 1 (kimt bag) ) Ju i uo, 21, 42, o» 
f'(o) E f' (e, (02) 的 Fourier 系数 不 得 不 一 致 , 48 [X] JE AR 18 
de dy 的 不 变 往 ,由 oa 一 好 十 tw y T8, 得 


| LA (w) exp( — 9x 4/ —1 wt bap) ) de dy 
me rto to) exp(— tar — 1 Ga Eg) da dy 
—exp (Zas —l(E,a-- BB) m) 
x | | fF (a) exp( —224/ TT het by) de dy, 

Bai T fF 6o») 的 不 为 0 ARA OTF D. ka RRO, 

exp(2z^/ —l(b,a--k4B)m)-—1 (m=0, +1, +2,0) 
TIFT. Boo, B8 EA HARE, MEA k0, 
9 二 0。 于 是 f (o) 的 形式 的 Fourier iX HAE k A ki nx. H 


520 ipit tum = $01 


由 Parsevyal 等 式 (11.6) 与 (11.5) [EE f'(o) = 常数 (a.e0, ES 
t, HF JEO 我 们 已 诈 明 了 126. prs T TEC RJ 
EL (O), H Lebesgue 积分 的 定义 知道 存在 着 在 ada) TUUS 
作 下 和 了 可 以 接近 到 任何 程度 的 gE La) A Ed, 即 对 于 任意 


的 e>0, | 1g(o) —f (9) |do-cs, ATH 4.2), 
[i-r (GE des |. lelo) —f G0 Hos, 
fti Bd Ju E Br 3 g^ (o) — ERE (ae)， 故 不 得 不 P (2) = 


(a.e.), PFE Y ERIE con WBEBJAPE. RFE 
RE TETE 流 >on o BEAEIBISER[XEH (metric transi- 
live) 是 指 


wa (o Cw) ) 一 dt (a. e.) 可 推出 
41= 工 或 |A|-0., | 

A, 39b Ji ERE , 如 果 趟 考虑 0 测 庶 的 集合 的 证 ,就 歼 笨 来 说 不 随 蔷 流 而 
"EB O2 BUE DUE O B Er AHERE O ERER, 3x 
TaS T RR UC AI] BESTE DECIR 4E ERE DE———T- BETTER 
(irreducibility), SEE, inik A X-Fi 35, 则 如 一 4 对 于 
芯 流 也 将 不 变 , 于 是 4 中 的 流 与 0 — 4 MARE RE T 26 
KRET o 

再 G. D. Birkhoff 与 P. A. Smith HO - 

定理 6.9 流 oana) EGRI E il BEI EERE c 

REAR (26.17) — (26.20, m mox (02) —x4(c) a.e) 有 
Ta (Om (0)) "v4 (c) a, 0.) , Wi walo) S wa4(0). Pug d và o) 
一 常数 (a. 0.) Vb rlo = 常数 ; T JE BB 141—101 = 或 


从 可 测 集 ACEO 的 特征 丽 数 za (o) ICE Ed, B] | 
(96.9) 


(4)  Siructure analyaig of guríface izanstormation, J. Math. pures et 
applig. 7 (1998), 345. 


103 H0 Hahm wp WDR 
[A| —0. 

(26.2) (28.1"), H (ao) JRE EL (0) S; D. (0) , iffi 
不 是 (o) = 常数 (a. 6.) , 982, 0 STRIS DORURC o ERA rig di 
AÁ—i(o;c"(m)z2-a), Q—.d— (v; z* (e) xa) 
WERI >O, AA REO [4| <1, HB a" (cn ()) =r" (a) Cae), 
WA saloro) ) —m4() {8.6.)， 因 此 由 (26.2) 将 得 14] = 工 或 
A| =0 一 一 不 合理 。 所 以 当 (26 ,号 戌 立时 ,如 上 的 (ay 决 不 存 

1c, p (26.10 成立， 


$27 有 不 变 测度 的 Mapuos 过 程 


作为 不 可 压 粮 稳定 流 的 概念 的 推广 有 如 本 节 所 标示 的 随机 竺 
程 。 普 先 叙述 l 
Mapros 3PTEESGRE X. RO BARM A se: H E O0 iS 
动 ,并 设 最 初 位 于 o gsx piae Spot Anh I o SI SY R 4E A 
EREA Pto, A). sk] SEeCal D UH ECT EE RAS TE: 
P (cy, 4) 和 动 点 来 到 之 前 在 何 处 无 关 ， | 


也 就 是 新 和 已 过 去 的 历史 无 闫 ， er.» 
P (o, 4) 和 时 间 的 原点 怎样 取 法 无 关 ， (27.9) 
RIESE Q piii T — ^ GELS) Mapnos 过 程 。 
我 们 再 假定 
P (o, 4) 当 罗 定时 成 为 美 于 可 测 集 4 H-A erg 
测度 @, 且 当 而 定 4 时 了 (w, 4) 为 a 的 可 测 国 数 。 
由 定义 显然 
Plo, 0 E Plo, Q) =1, (9T .4) 


AMEE B] ii RAET o PE n ERN I3) Je; SE A 内 的 概 球 


0 2 Aum, np» "AARAA E (o, n da )-&» (tU, 4n), _ 


$27 HACEN] Mapxon 对 程 104 


PU) (n, A) 3X; 
pow, 四 一 | P9 (o, d) PE, A) | (2.5) 
(4H P? (m, A) — Pio, A)), 
而 
Polo, A220 H Plo, Q) —1. (27 .4^) 
有 不 变 测度 的 MapkoB SEXE — Am Mapros if H P (w, A), 
XJ -T-— 5] B3 9] ;R| 4& A, l 
| doP Ca, 4A) — A! -| do | (27.6) 


AM RSS, MAR P (w, A) 不 改变 测度 dw, xxt PO? (o, A) 同样 
yA T7 3j TeiRIRE, | 


501 EAn Habe Ax w—O40) 的 情形 如 命 P, 4) 一 ?4 fed (w) } " 
全 就 成 为 不 变 咖 的 Mapson 了 过程。 


例 3 TERR Plo, 4) 一 | p (o, O dt 的 Mapson 过 程 , 落 p (0, 0 
—p( a) 为 两 个 变数 wy E PATRIE REA dw 为 不 变 测度 。 
ATATEN do 的 Mapkos HEP (vw, A) RE FTIBIPA 
DAEM 6.6 及 6.7 相当 的 定理 。 
定理 6.8" 37 2C (Q0), HI 


oo) || Pr (o, d£)e(£) ELA) (m=0, 1, 2, =), 
H. 
HERH e(o) =lim ni ao) (a. o.) 
存在 而 且 CL) ,9M. 
iG" (e)-a (e) (e), 
| 2^ (9) do | (2) do, 
定理 6.7" E wE La (2), Ri 


104 FEE HEEM dye oe Dn t ed 
ow) =| Peto, d£)s(£) EA) (m=0, 1, 2, «9, 
Rk LO) Hui | h FER 
时 出 帮 均 2" — lim n3 S269 GR), 
此 外 
aD (9) =a" (w) (ae)，| a Qo) do | elo) do, 
定理 6.Y' 的 证 明 为 此 内需 指 基 ,人 竺 
2-929 — Ta, acu) 一 | P (o, d£) (E) 


ETTA La (0) H 5400) 内 的 加 法 算 子 下 ,， 且 | 有 <1， 因 
X icpÉ—3 da (27. O RA a0? — Ts, mg |. [771a d (n —1,2,---), 
于 是 可 以 应 用 定理 6.7' Y. 
B e(o) € Ta(O) ,那么 由 于 P (o, d£) 0, 
|| PG, dab | <| PG», dD in 1. 
EE, XRH RH e(o) TR 220 B. «D — Te CER V... 
[jg Ee lla 
BERI, ATR: (o) E L.(0) Ig 20, fF 
xv(o) -min (slw), &), 
354. BP 07.4), Qo Qo) ) Y RAAHE 
Ox (ya (c) PY (gu um(o) ). 


JER. h Schwarz 不 等 式 ， | 
[Go diet | «[ PG, ab + f PG aD noo? 


=Í P (o, d I*. 
从 而 利用 do 为 不 变 测 上 度 得 到 


FT ——— -r-—————-— mr ————— — im mom m 


~=} 
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Lon Pls f do {f P (o, d£) iC PE = bali Lf. 
Nie, mR To) 一 lim Gelo))®, Rüdr Lebesgue-Fatou 害 
WE, 

zl =| nm | Ge (20) "Ido lm [G2) DNs Tei, 
Bn zCL,(00). Hii Lebesgue-Fatou 定理 ， 
Tlw) lim | P(w, d£) Go (£)) 


>| Plo, 46 timeat) - [ PG. 40900. - 


IRE Zn EBrzR sE LaO), OST 38 B wo, (9) co, 从 而 对 
于 这 样 的 eo. oE) 按 测 度 Poo, dé) 必 可 积分 ; 于 是 第 三 次 用 
Lebesgue-Fatou 5Epu 0 


f P Goo, d£) Gim Gs ))) — Em |. Ploos d£) G4) 


-- p wo) + 

HFEA Vlog, BRiRdE L mM Prag t eNe Ll) 及 
[2 am dadas [eja 

定理 6.6 的 证 明 从 赂 ,证 者 可 参考 本 ,Duntord 5j J. Schwartz 
Busy 2x 。 

浅 ” 由 以 上 两 定理 还 可 以 证 明 : 对 于 有 不 变 测 麻 do 的 Wapgoa Bf. 
THE 

BERF 2t (w) 一 相 空 间 平 均 | modo (26.1) 


PEAH EE S ISTE. RAHA EERURIHERTXIMESRÜR. TARER. 
iru: 


» 


O GxuLNOUSUIiE Lebesgue BUS Toile, —— EH 
© Journal of Ratvional Mechanics and Analysig, b (1000), 129-178. 


106 Aew HEER, megk mM 
不 可 能 对 OTI MEM a= h U Oa, 010 94 空 第 ， 
|, du>0, n do 0, (26.2 


自若 EB A; E20, GIU PX, 4) 0, 
BA w TE ERU GS Hopf 6, E. Yosida (F HMHE) 6, S. Kakutani 
(HA8)0, P. Halinos Q 等 人 的 著作 。 


四 — Ergodentheorie, Berlin (1937). * 
© -v--c—FEX,IB Cd; (1950). 
6 
G 


Ergodic Theory, Internat. Congress of Math., 1950, vol, 2, 128 13, 
lectures on Ergodie Theory, Publicat, Math. Soc. Japan, 3 (1956. 


Api 


2 


1 
rw achten 


SUM 
^ 


Se IE] 


78 7 3€ — Weyl-Sehwartz 定理 的 赴 明 


ZRA ERARAS. gt LORABIIUSHR AUR Y. ELO" (R) 
PIRRO R LRE T HOC) rp B3 V6 Hf E), Bua) 
€ Ho (R) $ Lu—f Wi- AFR uo (四 在 方 种 右边 的 


mT 0" 的 范 转 之 内 都 可 以 看 做 是 属于 CC 的。 这 个 在 第 4 音信 


引用 的 Weyl-Sochwarts Œ, ME2 HG] 55453 8c RAE 
TH , XX s5EIH BD 由 下 浪琴 定理 (Friedriohs-Lax-Ni renberg EHE 
与 Co6oxen HiH) FIRE P 


8 28 Friedrichs-Lax-Nirenberg 定理 与 CotoneB BA 
EA 7.1 (FriedrichO-LaxO-Nirenberg8) E 
L= py DP 9 (97) Do 


leisio 


是 以 O7 (IR) h HARI scr (2) 为 系数 的 24 URS IBS HS OCA TF 
FAE HQ) = LG) , w (2) € Ho (R) =a (B), HL 为 

, Lu =f (28.1) 
BAER ihk /€ H, O, WA, 对 于 任意 的 开 集 Rs, 
WERE BAT ERREA wc Hal R), 


€) On the difforentiability of solutions of linear sliptic equations, 
Comm, on Pure and Applied Math., 6 (1953), 290 329. 

O On Cauchy's problem for hyperbolic equations aid the difforen- 
tiability of solutions of elliptic equations, 同上 8 (1955), 615-633. 

© Remarks on strongly elliptic partial differential exduations, 同上 #8 
(1066) , 648 674. 

Q xu HUE) MERY 五 (8 ,这 里 的 Pawei) ICE BUS Eomp). 
—— BP 


108 SET Weyl-Scbwartz E Mre 


ES Y.2 (CobozeB) o ur R BHE m. ind b lg, 
HRF H,G0U) 上 中 的 夯 数 un HEE Cr (R1) 中 的 西数 ue, 使 得 
在 R deb nra usc) uiv). 

在 本 书 里 我 们 将 先 半 定理 7.3, 然后 证 汗 理 17.1。 


820 Cofones H| 7. 2 HELAK 
An^ V. Mola) Xy 
tols) 34 rG K, 


to (2) -1 0 NP vC EB"*— Kis 
35-2. miim, Voc HUE). AmA D (EA vig p R6] C) 满足 
lim [259—414 7-0, 


因此 , 34 [pl =È prb 时 ,对 于 
Dtpat™ pm 
有 确定 的 Doi (s) € Ho (E”) = LO QE") 使 
lim [EPen ?ol Ds —0, 


由 于 Fourier 变换 S FEST. 
liml SD — SD fo 0, 


pio» — 


Aka., 


€} O6 oxzEoR Tetpeme dhyaazlggxraTYzioFo AEAXHSA, Mt. Cóopusx, 4 (1988), 
4T1--497. | 

外 ”为 了 利用 这 直 理 来 证 表 Weyl-Schwarle 定理 还 须 特 六 (到) 推广 为 HD, 
这 是 可 能 的 。 事 守土 , P we Hi, 在 到 适合 EI SE, ESE BUTEXEOTAR Hu. 这 
RARE moe ZH.) 能 mir) =u), Mj sc Es, dif, wot) e vix) uo) dE 
RB. Tir AAT DE HRA, EA SQ vj —1 (A $931 5 IETE 
BEHE v). NH (7.2) 于 Sar) EA uoto) 在 型 AANST C7 的 一 个 西数 。 
— PES it 


$ 29 CoBoxen I 7.2 的 证 明 109 

DO, (2) =U, (e) «pui 20 (2x M — 1), DU, = Bin. 

HRAT Sp AI, | 
lim JU, —0,]o 7-0, D, 8i. 

于 是 和 Lala, B) 的 完备 性 的 证 明 ( 4 D] 2) —RE, 可 选取 适当 的 自 
FRE (n'] 使 得 在 殉 源 的 zc E", | 

mU y (2) zit adr (a VD - Oa, Fi GD, 

| Him U, (2) - Po la), 


因 些 ， 


U s (2) st» «2o (2a A / — 1) t Uv (2), 
im D, - SU, D= Sog, 
4- Us (2) 及 全 (9 作为 属于 H S0") 的 夯 数 的 Fouxier 变换 T 
也 属于 HoE"), Wip 
车 ipi <%, Bl Uo (tee HOGQP, (29.2) 
由 此 恒 可 知 
Bos lg, 一 总 gj 满足 Tio, | 
E Us (zysti- tm 在 E" 可 积 。 
其 征明 如 下 ”首先 对 于 性 意 的 wx>0, AVE q Anp, t Sebwarz 
不 等 式 得 
MMOL EIE 


dipl, BERHEA:C E", 
| (29.1) 


(29.8) 


< 人 je 
同样 有 | 


MMC Ir [ (GS) 
LI PET E 
Org] 


110 (^0 $8736 WeoylSchwariz sett SEU 


x| Oaz) (3:4) * dz T 
Hr 09.2) 533 BU — BT xo, AEREE EA 
dz —de,dz4: dz, =r dr«di, (9, (29.4) 


易 知 右 按 的 第 一 因子 当 了 dE 
2ig| -22-4-m—1-—1 é b» el 


Ricco AFERE T (29.3) 。 
RER (17.4) , d, - 8* (50) — Uo, Gg 


ls (m) --Li.m. |. a Dold exp Oas —12-m)dz, 


从 而 和 在 Lala, 8) SEA BER RERH (8 4 pi 2) rh —£6, RIEHOR S 


的 自然 数 的 子 列 (n7) 使 
在 殖 通 的 了 CE ET 


fola) =lim] ^ Us exp Oav =Iza)de, | 
但 因 根据 (29.3), DO 在 E" 可 税 , 故 上 式 右 动 等 于 

f Do exp (o /—12-2)dz. (29.5) 
也 就 是 说 ， 对 殖 通 的 “E En, fola) T (29.5), EÑ [gl ch 
F d. (29.5) PEERS CREE MART. DE? 后 所 得 的 


| DOU (A exp (Bav —12-9), 
RHE < [Uo 2) | * (Om) 9 afat, RAD o Xe, Hh 
T 29.5 EE E" 可 积 , 因 此 


了 | DU cz) orp (2a ^/ —l12«2)dz 


中 -一 


一 |. Uo DG exp (2a s —Iz- z)dz. 


o Qu i A LRA ria, 128 PERE 


l^ 


Ac 
d 
下 


$90 Friedrichs-Lax-Nirenberg iE B arH {11 


HELEDA v RREA, hi (29.3) di HA A RA PA 
Heh Fourier JE M EEA a APIR o 

E, 当 |9| E — 5 h (29.5) 关于 4 为 |9| AETH 
Fale) J5xEESR (29.59, 这 两 点 都 得 到 证 明 。 

E Coñoroe Matini SE m SUDISSJHaEBTBRAXOQAS Friedrreh Bg: 
wh edsIH-——mE. RIPEBSEENIZETH SERE E O Bu npo n] RC, SERV JU 
dk gEERSRALR, EAS SE Lti, 但 最 近 内 J. L. Lions 的 学 位 论 六 全 
中 得 知 Coonen 5 [BERJHEHBELEIIH Fourier FHAR. Be SATA 
到 Coors 日 1 理 不 过 是 Fourier 积分 论 的 一 个 习题 以 后 ， 可 以 认为 Weyl- 
Nehwaztz 适 理 的 难点 在 于 Friedrichs-Lax-Nirenberg H, 


8380 Friedrichs-Lax-Nirenberg 定理 的 是 明 


X l3: E ABIA FEBE 

HAHA Ruo) EAER but, msROMECT- TE 
意 有 界 开 策 B. 当 Ri WAE Ri esr Hab. jx cr un) 
c H,Qu), Wk u(a) dk RS MC E. SX v (9) 的 所 有 阶 数 
PRE E BS" sc spud Dou( s| «E) AVE Ho). 

现在 F-L-N EAH h Fili c4 8138 (其 证 朋 将 于 次 节 以 下 答 
和 由) 导出。 

引 理 1 G) E w (v) 在 的 位 数 为 4 且 对 于 jesi 的 所 有 
DO, Dow 在 已 的 位 数 为 j, M u E RAA 他 十 从， 
Gi) 3: wo (o) 在 卫 的 位 数 为 G--5) , 期 Dus (]s| ci) dk R bh 
3X j. | | 
— 82 m 为 有 界 开 集 , 且 也 的 并 包 RAT RAA XP 
JERII to E Lau) =H lR) BERES e, 


k 
O dC itk ct REOS RAR A 4-B (957), 03, 
Q Problèmes aux limites on théorie des distribuiions, Aetz, Math., 94 
(1955), 18-1858. 


* 
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-H (AAt (A= Laplace AFO (30.1) 
WRAT da 上 位 数 为 2 HS h, 

aE RE (R) =m (R RERA a. 这 时 和 如果 

| (Cg ,to)o| < const: pina OHF pE 97(R)) (80.2) 
BES, HIF Uo Œ R RRA at I), | 

XEXB7.1 (F-L-N EEAO — 2-9 段 进行 。 

第 1 段 Doc RYE R KERO n, 且 如 果 

(Lg up) ol «const-Iol,.; (对 于 一 切 gE $"(R3) (80.%) 
BES, Hil uo 在 Ri 的 位 数 为 atj), 

对 j 用 归 炳 法 证 明 。 根 据 引 理 38, —1 Bp URL Yr 89,24 en 
定 对 j 一 4 4Hj»1) Eb, 从 而 tw 在 R rS Qj 
一 了 D@ (其 实 这 里 已 用 到 (80.2) — B3) ARE h (80.2^) KREN vr 
在 及 的 位 数 为 n+j。 蕉 卫 为 1 阶 久 微分 算 子 ( D» d 二 
Biz ), 384 h (80.25, 

i GLA Do, ts) o | s const: [Dp], , conste [9]s.,41. (30.8) 
e ' 

(L'Dp, uo) o (—1) e * e! Do DD, ue 
=- (—1) lelt [a] (D'ar DD mp, tolo 
z ( —1) lelte! ( p) Doro Dp, to) 
~ (=I) fene (pe) Dar") -DO)p, uo. 
HF uE Rs 的 位 数 为 (mn 十 了 一 1) , EA AUR TEC] (5j - 1) 
阶 的 贪 微分 利用 分 部 积分 可 以 移 到 us 的 一 过 ,因此 | 
O ZAREK Nirenberg iyii. {HÆ Nirenberg 8gsksc t, h HA 
2 B 加 的 位 数 为 5; ARERR E d ET, 


O EA t Aj Ea (90.27) 时 , RAN u E j-i 6 (20,2, t 
(80.3). 一 一 本 者 入 


O ATHER, Š , Ne 


lei 1 一 
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CEDE, tojo 
— ( — Lye ete! peg, Dahe D Ww) 


] 守 | 1e xn r-—2 
[ar] ur 


ey een (Deg, Doe»(Da^ 2 ELETA o. 


|z| -- [a^] x t- ;—3 
ar] 
由于 DXo-IÓIeb, 右边 第 一 项 等 于 一 9, Du). XB 
Leibniz 关于 王 积 的 微 修 公式 可 知 右边 第 二 项 的 形状 为 
2 (Dp, beiv Do us, 
ee Bi nri > 


Ic"! 


dede bó pR R bA SAHER Bib, de PXXCARiÀ WS — 7 
(80.3), 第 二 项 用 Behwarz 不 等 式 得 

| (p, Duo)ol | (2D, tool 
(Dp, br a ULT | 


wai 
< const. ] gln- t- const: |g | anra- 
< const: jol.-og-n. 
Ej j—1, 由 下 再 1, Dus gp R 的 位 数 zn j—1— 1-ncj-22n, 
MTIR VASE o (t son Dus 在 Ri 的 位 数 为 w+j 一 +4. 因此 再 由 
5 |38 1 4n us TE F3 ARROI ntj, 

352 Et Wife EE much nuhi nh R WEB XE DH 
7.19 , gEBIEMEBROILD p EBENE. Hove p=0 iud MR 
Behwarz 不 等 式 于 (L*g uo) 得 

| Q^ 9, tig) ol eonst 19 ]o- const (oT... 
从 而 由 第 一 让 uod R. RRO n-cn—2n. Bb p-0 的 情形 得 
HE, MERE p= A. BA wo 4E Ha 的 代数 为 2n. 
BRE HS — EE PLEBE I E OMARA XE 1 ARMET, D 
(Trp, Duo (71) (DIFP ,to)o 
— (—1) lel Elo vr1( po) Dar 7 pio Uo) p 
Q XE Friedrichs 的 定理 .Laz b Nirenberg pE TOER un 723 的 形式 。 


114 Yey Wopl-Schwaxtz 定理 的 评 明 
- ( — 1) lal ici ( Dogs " DepDo „Uolo 
-h ( —1) Ip re eL (p yo) (Dat) Lf? uso . 
= (—1) (Dg us) o4- (71) (p, DP (Da 1) Dus). 
431588 —1B38 X3 UE ICS 
! =(—1) (Do, f)o7 (p, D fo, 
效 里 利用 了 了 在 R WERA 1 f 3X LIP Sehwarz 不 等 式 ，: 
| (L"p , Dus) ol < conste |p fo — const: | gl». 
但 因 w YE R ES fir X 2n, dc da 8128 1, Duo dk Fa B3 fr X 28 
On—lzn, Mi S — E Du E R NEO a-n—2», MEF 
由 下 理 1, vte B Bo frt 2n--1, EF p-2,p—8,- -WHEJER 
FAERIE SIEHT T 
第 38 段 (定理 ?.I 的 三 明 ) IF wC Ls(R), 由 引 理 2, 作 
(I+ (— 4)" -— ue 
BERE ho, 它 在 Ra RY 2n, SERRE, ho 3E USOS dn HR 
第 型 方程 | | 
' L(I*(—4))h-f 
的 弱 和 解 ， 且 在 Fa 的 位 数 为 2a 。 因 此 ， 应 用 第 2 了 段 的 论 法 于 读 方 
程 , 便 知 h 在 Ry bap atp), Aiit 5128 1, 
uo (T+ {~ 4) ")hg 
在 R Doro 4n--p —2n - n+p, j 


$91 FUE lHyRISA 


我 们 要 利用 图 数 的 正则 化 (regularisation) Ju Bb, 5558 Fried- 
richs 引 久 正剧 化 算 了 于 mollifier) 9, 


IERHMEWEJA REy-| exp (一 1/(1 一 1212) de, Et 


| 3] 


€  BIEUHCONPEPEROEHEORLT- CC s HTBICTEEE-E X — AR ES 


BoSik. 
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A 3» 为 
y exp(—1/0—1z193 38 le| <1, 


(gy 一 7 31.1) 
je lo 当 jel z1, 


那么 
jm) € $7 (E"5, Fv) z0, j(a) -3(— e), | 
ls] -iBpiQ)-0, | jodem. 
在 此 如 果 对 于 无 分 丰 的 0> 0, A 
jma) m (ETE), (31.2) 
RIA R: I RA E RH OE 的 距离 天 于 5 HRA nau 
FE MARTS 
| À(m,n)de <1, Ro Re 时 | jes) dv =i, (81.3) 
TIFF uc HUE) =al h) 定义 算 子 J 和 如下: 


Ga) 加 一 | isa) lw) de (81.4) 
Js JRXIEHIAE ECT, HA Ju ARR e 的 正 基 化 。 关 于 JUS 
um 73 | 
i uos llos (91.5) 
lim |J au ullo 0, | (81.6) 


DPJ u=] Dijo (oo) uh) d, 从 而 
Jula) WO 
KEBA (81.7) 是 显然 的 。(31. 晤 的 证明 :由 Behwarz 不 等 式 ， 
uo) < (| I Ga NE) lula’) Ida?) 


| (851.7) 


n 
«|, diosa) da! |. jata, a) lula") [t 


AH, RLEECSI.3) Ej (o, 2) =j 0) 即 得 


118 $7 Xt Weyl-ehwartz mui Arg 
f, Tua) 102 < 1° |. {f atm, ydo}. Juta) ae 
«|. lu (a) | dw, | 
(31.6) 的 征明 : 首先 考虑 uE DCR) H ula) 的 支 第 合 于 Fo, 的 情 
A. 出 (91 1 3) Aud 086, 斯 当 e c His, TON 
um) - |. js ould 
因此 这 时 有 | 
Jam) — uu (i) - |. 4, e) Qa) uou 
~f _ Jam 2) (uo) Cum) del, 


而 由于 wo 在 有 EAEE S 420 及 (81,3) 便 知 
当 zE Ra 时 关于 we 一 臻 地 成 立 着 lim Jua) 一 w(w)、(81.8) 
LARE, H wE B- Ba h ua) —0, 同样 当 zc H— Ha H ô 354 
小 时 
Jula) =| uu bm a'jula')da'=0, 
因此 
2i eC EH, Bj, Him | Ju (8) — ute) | =0, (81.9) 
再 注意 到 
[avo) | | jaa) max jula) [dw < maxlut’) |, 
Tmk (91.8) E; (81.9) BE HR T ] 
当 uc O7(R) lr, lim [Juul =0, (81.10 


- 想 对 于 尾 意 的 wu€ LaCR) BBY 670, Bi a xS wE S"CGO) pi 
[u-u joce, TEARS, 

(mul s wt ot [a ~ lot dw — lo 
中 ,由 (81.5) ,有 边 第 一 项 直上 一 wlo<s, dr (130) ,有 边 第 二 项 ， 


952 HI z dra Bd HT 
当 90 时 0, 右边 第 三 项 去 s 。 于 是 最 后 (31.6) 也 得 测 证 明 。 
证 些 
B[ZR1898EBH 这 OO. H w EAR, vC Rb Ln, 
v1) =0， 因 此 ;把 由 (31.7) 所 得 的 
DPJa(2)-[. (DDP, v) sula de 
TAR TR &n 
$ uo Æ R mure Bis x, sE Ra H. 
- 0-8<80 时 DEJ qu (o) - |. joe, a) Diu (a^) da! (91.11) 
=J Dua), | 
5 EIBuStSCATOEREBI G), G0, 由 的 证 明 : E 16] s3, 那 
Ah (81.11) 24 2€ Ra B 07-0 EAM 
DP DJ a(2) =J DP D ula), 
JH gii 90, 由 (31.6) 上 式 右边 搂 Roi | fo 收 做 于 
DEDow(z)。 因 此 (2) 在 中 的 位 数 汐 2 二 四。 同样 可 得 到 (让 的 


HEB, 
$382 513 2 BUREHA 
z | ^ u ua (m) mc Hx, 
分 t)i o vc E” — fi 
HU KC aE. WR UGD = (85io) (9) FA 


hle) e [at 的 May, (82.1) 
1-4 (3: (Say) Jj 
HI Ao SkJEBIEdU. HLUISE ho 的 位 煞 。 首先 , 闪 子 己 微 分 算 子 DS, 
[5| 所 28， 
IXPR EY = DP | a Ben. exp [2m «/ —1g-«a)dg 
iyl {X (29)?) ， 


118 Ayra Woeyl-Schwariz 定理 的 证明 
| eT 

Za 

" 14(3 (2nyj)*) 


"=, 


Uo (4) | exp (2x ~ — 1ye) dy 


成 立 。 这 里 微分 运算 DP 与 积分 运算 | 之 所 以 可 交换 是 因为 


TEJU SALE AES DR VI 1 32s 58 Fr RC ERE AE 
t l exp (2er v ly 
RE El y RI S DR, m Hoc Schwarz 不 等 式 与 Uso 


€ L,(E"), ETE gi n EIRAN: 
i 
dy- [U, (y) [dy | . 
re ay) ien 


MAIS 
1 
再 者 ,由 于 | 有 | 去 28; 故 { } BUT La(E"), AT noo 时 Dh 人) 
按 范 数 | 加 政敌 。 又 因 同 时 有 Tim |a —ħolo=0, tic Rn 
加 Fa (7) , BU ho 在 E" BIERON os. | 
其 次 ,由 lim [An — ho [os O 及 分 部 积分 知道 对 于 PEDE), 
CU (—-42)04$, 5o) o — lim COT C7 4) 6, Rho 
—lim(o, (C7 4))8.), (b, S'*Ua)e 
pr. BE S'U.-2895—(üe, 
! (UT (— 4) P, ho)e— (P, tojo. 
好 Ao pts (I+ (— 4))h — us PRÉ 


1 (2% w 一 iyj»| 


$33 5129 3 ROREM 


Tf 3G. HIRIE, uo C lalo 在 五 的 个 数 为 mW HX —U 
pE Deh, 


iml 


一 
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[Cao 一 | $ (1) Pitie (egeo DD, tojo 
s const. |e |y- (38.1) 
R. ANRE R, Ra 使 得 BCRCER, H OR. Bu eL 
AFTR 之 中 ,Ri 的 朋 包 合 于 也 之 中 。 然 后 取 CEDRY, 使 得 
在 RB Co =l, 352. IET d v() —C()us Go) 而 作 的 画 数 
o^ (m) =A !(o(a ) —»o(g)) mU? — (m,--À, Kay Ter alm) p (00.2) 
当 jA] Ter, FARER | | 
| |j. const — e (33.8) 
成 立 。 - | | 
(88.3) hhrüE BIZ Ku, SUE Ade OREMUS TEE 
引 理 3, (vb WEGE [ER S" (完备 化 所 得 的 Hilbert zx 
[Hj £7, (Ro HRIPB ELSE, HEWA 6.4 的 0), 便 知 存在 收 就 
于 0 的 数列 a}, 使 得 在 Hilbert 空间 Ls (1) rp aste Sica CF 
有 


v-lim =, 
f£: 


w-lim Dy =p 【| 下 | sn) 


存在 。 不 仅 如 此 ,我 们 还 可 证 上 明 


$-D (m), | (83.4) 


vo T), DO — DOT - 
RER, Dv 在 Rs irl n. IRE Do ($—2,8, o, mE R, 
的 位 数 也 是 nn, FERIR L, o 在 Ru 的 位 数 为 人 二 二， 从 而 鉴于 
Ra, H, HEERE, uo TE FE 0g rfr (4-1), 
(33.4) 的 证明 对 于 6C O7 (RO , 通过 次 数 变 换 ( 将 二 (2. 
为 mh (mh, Day ty DaD) BWN h] REA, 有 
(P, 9 )o 一 — {$+ vo. (38.5) 


120 k 第 ?了 着 Weyl-Sehwartz MAJEN 
利用 此 式 及 中 值 定理 便 知 对 于 $C D" (R.), 
(P, e) 一 tim (d, Do 二 一 m (bM, vto 


= —lim ( E (C999), oo) € | (00,1) 
| ~ Dm (di(a-9^)9), Dv (wo 
~ Dv), 
成 立 。 所 以 ,一 Diw， 又 因 容 易 知道 有 
. (Ds PDE, (33.6) 
所 以 用 上 和 面 的 结果 得 到 


99 — w.-lim D? — w-Hm ( Dog yv — D,CDO29) , 


fc 


zr. D, Do») = Do (Du) 得 成 站 的 事实 由 D,D9-—D9D, 可 以 
jfi. 
JRIR(83.3)BUEEHH BF t dE BR Bg fr Hou n, 由 分 部 积分 
GR ici S 
(Ld, Ups (-— 1)'erleiq Ing ph, (Etto) Aya 
= (1) P (Dh, aro TX (Puy?) 
s (1) (Dp, arr (Dud. (用 了 (33. 8) 
= (1L) (D$, aro (E DG), 
十 《~ 一 1) LI dii ( Do, qe? 1 (poen 
e Deen deld, (33.7) 
下 面 壬 起 中 的 最 后 一 步 用 了 关于 索 积 ! sm PRU h Leibniz Z 
AO JUL — 3808 Zi ds 
TER QUESO GRO) B Tim [us — |, 70, 那么 因为 六 于 在 


Ba 外 为 (Bai DOE, o De^t tite Bo) Xo o1, ik 


O 4 he, vo) FQ) , M 
(EA, Shom F (1) -F (0) e F6, (9) = (G5. $99) , v(2) Jo. — RE 
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对 于 充分 小 的 |h| ,由 中 值 定理 得 
| (Dep Dee” o= lim | { (D2) Dewo 


«tim | 2- (DD) Dew oa (0<0<D) 
* iced et o 
1 
rw const. lim (|. | DI, (gi 095 | ada y? 
1 
M const» Jim (| | DUO (an) Ada E< conste leo |. : (38.8) 


从 而 对 (88.7) 右边 第 二 项 应 用 Bohwarz 不 等 式 得 到 
LH (— 1) etOec' (DOM, aes g (DL) | tou ol 
< const. pla. [to], — const. fola. 
另 一 方面 ,由 于 | 
(f) (2) e (oF E) --e(2)f* (2), 
TFIEXE(88.b), XT (93. DEARER 
C—D (9$, at (E Deu)? 
—(—1)'" (Do, Lat - TX)? 
— (a^ y^ E (a?) Des COIF 
= ( —i) ti Deg), apt D)o 
4- (71) ^ CD6X5, (or) (a0) Dor (900) , 
因为 二 (四 在 R 413 0, 故 当 | 了 充分 小 时 ,由 Schwarz PEA, A 
344 565 — UA BRE ME. 
< const lc fue Ius |], m= const. [io]. , 
zh (88.6) 5 Leibniz 关于 莱 积 的 微分 公式 ,上 式 右边 第 一 项 


O BrE) EDE), Ea im gu - —— |, 70, Wang FORD .上 的 有 
REES ARAA dp FO) er Come PO» [022 ^]. 但 
zem S1 8 1, PESME e Lo, BOIS 75 11e 99 e 70) 70) 
-re-xIGLY ICE SVG) by ott m 


Ə MẸ AEP, lim flim, MAIT < 4E =, tE AAE 


122 PIE Weyl-Schwartz ust] 
(~D D, amet DG), 
= (—1)'* (DA, aeo Dew)o 
一 (一 了 Greg Db, Dow. 
— (—1) 'ei (geo DEG d, Dow). 
— ( — 1 eO (anie Door , Deore 7h. Dew (1o! | 1). 
右边 第 二 项 的 移 对 值 由 Schwarz 不 等 式 及 |p'| 1 
< const plaas const: |$];., 
Ii2:3058 THAT LEP, uoo. 
这 样 , 最 后 便 得 | 
| (E p, (Pug) Do| « | (LEP, ool +eonste lefa. 
此 式 右边 第 一 项 由 引 理 8 的 假定 到 const- |E plna 而 这 又 
« const” |o], 3k— BW RISEIH (38.8) 一 样 得 知 。 于 是 只 要 |A 
充分 小 ,对 于 某 一 个 和 $E 罗 " (R0 无 关 的 常数 尼 有 
| (Ep, (Du) Do | SE feln. 
因为 属于 吧 " (R), Hwt REER n, 故 可 取 局 于 D>(R) 
的 {和 使 im [d (uo) |, — 0. 从 而 当 我 们 在 由 Girding 不 等 式 
(16.1) 0 prier 
eoim GS, des, 、 
liane. NM (Pr e TT 05), o ER) 
"ha p= pA mA Poo 时 ,只 要 | 及 | 充分 小 便 得 
c (toe) ^l C] Do) neal Coo) * D. 
HiJEED m, 如 果 [A] 充分 小 , 必然 有 1 (Luo) laS consi, At dit i 
(88.8) Yr, 


Q Ud Ek 的 阴 和 包 基 含 于 下 办 部 的 有 界 阴 第 ， 故 知性 (15.70 在 7, 基 满 星 的 。 
— Bit 


— —m iila. rL lI o — — E sm mE TR T 一 一 一 一 一 一 - = ——— 一 一 


第 8 者 牛 群 的 微分 可 能 性 与 表示 “、 


dO DEG, 我 们 研究 的 主题 是 关于 从 Banach ZW X 38 
X PRAEERAT T ARE T" 所作 的 算术 平均 w S T" 当 
n—co 时 的 状况 ,这 个 T" EERE (semi-group) 的 以 于 
ep =p, Psl —(m,n-0,1;9,--), 
将 参数 mo 推广 为 实数 4120, 考察 灌 足 条 件 


(i) TPs, j=14 (F, 50) ' 

(ii) elmTue-Ta — (x€X,.8m0) 
及 对 于 革 个 820, 07 

(iii) Te — (20) 


WA AX X 让 的 有 界 加 法 算 子 T. 所 成 的 芯 Th, EIER TA 
HERAA Cà, 8 24 B0), AA UP. 称 为 (Banach ZETA rm 
Js E29 0 B3) SERE, 

RFE (P, 用 

g- lim A CD Tw A 

RENE 的 生成 算 子 A 的 新 ， 3b4...À HERD) EX ^m 
3E gH 

(iv) 24 mc DUAD IBN, 

slim hai Toa AT a= T Ar 

成 立 。 不 仅 如 此 , 它 还 满足 


各 ”标准 型 是 Hille HARA kA AEG E. Hille: Functional analysis gnd 
gemi-groups 有 .与 E. d. Phillips 合十 的 1957 SERERE — —HEEik) 或 E. Yosida: 
Ün the differentiability and the representation of one-parameter semi-group 
of linear operators, J. Mati. Sac. fapan, I (1948), 15--21. 


124 FER PERDU ORT ESRR 
3$ 2-68 GARE J,— 0-774) ?为 有 界 加 法 算 子 ,和 且 
Ja en pe e "T edi, |J bs; OL —2718)-7*, 
BC, ARX D CA) TE X 中 向 将 的 加 潜 算 子 A, (I —87 4) (n 
B) SUCHE RETE: J^. WEM E LZ] (L7 8)7 BRE 328 2 
BJ ELREUS A 必 蚌 满足 中 ~ (O1) BFS3XIET- ZEE UD) 的 生成 算 子 。. 更 
X—2b, FEDER ERER E TER OGER EREA 


由 才 生 戌 天 的 具体 五 式 是 由 (97.4) Bri Ba, PTE 2G FR RE - 


HEA E EE RE" 
| T,o—exp (LA)e 
Bx X CELEE'E RARE IHRE) XS ee. Hir 4 时, 利用 
BEAD ÉR, Bun EE Zu v) 8t 5 HE JG (equation of evolution) 
TEE AE 
| s-lim Tw =s 


e TAS. XT ubltie T— denk. 
$91 兴 群 的 一 些 例 


EATER PEGDA, SA 

ZA 8.1 (E. Hile) 如果 {T} WEG), Gi), 3h23 TX 
4 yz —9o9o, OT 
lmitleg(T,-inff^log|Z,|-—7-co (34.0 


X 
在 # 的 枉 意 有 限 区 其 上 124| 有 界 。 (84.2) 
Ed (17) 便 等 价 于 存在 这 样 一 个 正 数 3, 使 
LORIN Esiti, (34.3) 


(34.1) A (34.2) RREN — Er 75. n du (94. 2) ABE SR 2,0946 
存在 4.) ;使 得 


Tan, 


£34 PHARA | 125 
lim£-£,0x£L-«o H fnn (n-1,.2,--). 


这 个 由 于 从 Gi) FAR slim T, s — T, o 而 是 和 共 旷 定理 矛盾 的 。 
Xxx | 
p) 一 10g [T], 
812. BC [Tus = [Pen] ITI: 及 wD x, 
9 (4-8) EP --p (s) 

Hy —inffp(0 不 管 是 次 一 ce, 总 是 oo B. B y 为 有 限 , 对 
于 任意 的 62-0, Ht a0 Bi p(a) Cyr e)a, SEFER t, FRI 
Nr unl0d naic (n4-1)a, $57. 


y XE p) «t1 p(na) + 9 —n2)) « PENES na) 


HF p(t—na) 有 界 , 右边 第 二 项 当 : 一 2 有 于 一 0. — 
iyt. 从 而 说 明了 lim Hipi =y. AEP RH R bE 
在 Y cec hr XB ALB 
站 群 之 例 1 CDO, =] FA 
(T, m) (s) = 二 9, 
52 c LO, ex ] 中 的 
(T, m) (8) —e8 cQ (8 "HERD, 
ma CL- co ] PR 
( 2) (8) =|" (at -ie x x(u)du  G>0), 
=æ (s) | (::—0) j 
qi32PBNBIEB] ARF 


Ngu) = 了 二 ei 
有 | 
r Ni Gd |" Ni Cw) du = Js [ F du--l, 
所 以 


Iz, af c pnt | Nie 一 人 ia 一 ja， 


126 ip3ck PRAAT EORR 
Bm [T.]«1, X4 5—€u-4 te, WRA 
(2) 全 =a) — [^ N G9 (0) —()de 


=f" N4G) (z(s— V. t à) — a (5))de, 


由 于 m(s)4E [— 9e, co] — Biel TERES 67-0, 可 取 $3 一 8(e} 充 分 小 ， 
使 得 | fo | 所 8 时 总 有 suplz(s 一 V12) 一 2(s) | «s, [IE 


rt 中 < NOD Je V 12) - n () |de 


+2]al | uos MOR. 
右边 第 一 项 一 se。 又 有 边 第 二 项 当 #40 b 0. 因此 Fm [7,2—2] «e. 从 而 
S- [Irr T trm. 
IT | 
Ji , ARAPAHA 

.Íi - w -县 if „it o o * 

(3x (t-HE)) ?e Mm — (2af) TZ) | e H oge Mdvy 

TT, e= Tre t 便 得 到 说明 。 从 而 ; 当 忆 >0 时 ,由 上 面 得 | 


&-lim T,r-s-hm TT oT ,x 
£t, i Fi t LP Fy $ 


AARAA 本 -I)e 这 得 


NT — Tial « [T -el . | Ce— I) x] (I,—21)a] 3 
及 而 sim T,2— Ty c. PE slim T= T, c ANR. 


S30 FERTRIET RETE 
X hÆ# 好客 BS BLESS SERE Gnfinitesimal generato A 

是 做 | : 

-lim htr — No= As (35.1) 
而 定义 的 。 也 就 是 说 , 所 有 能 使 sim 一 了 zw 存在 的 x 六 
HIRED 4 的 定义 域 CD, 在 其 上 依 定 义 

Áz =8-lim hT,— Da 
面 得 到 的 加 活 算 子 4 便 称 为 UU. BASE. X A IRAE 


$85 "poc DU BBtE 197 


成 算 子 的 理由 ,从 定理 8.5 EIRA, 

l 定理 3.% (全 群 的 微分 可 能 性 定理 ) DOUA X cB d 1.2 
意义 稠密 , 且 当 ec 全 (4) 时 ， | 

D,T,z —sJim RO (T 47 T)e—AT,o— T, As, — (85.2) 


RERA RE pal) — ne ". (n7 8), $E. 
C. 2 pn OT eeds, (85.3) 
FEAE cC.X, AA o.) Tum 按 范 数 意 义 关 于 GEORG ME 
ABO TG HL 
| 95 (5) T," wl ne" teu] 
E n2 B,BEl o, () T, |4€ [0,00] 4-n[ B1, Bx P[9ILAE Y. Riemann 3X 
的 积分 | p. (0) T, ds, 而 C, Rob rh X BAX PRECOR, 
A 工 
je | <n| ecd (1-8), (88.4). 
Arb SEPT EXBI SCA, OaE DA. E AO, H 
h^ (T. DO, wh IND (8) ELT, de A |o. (5) T, ds 


=at {pn (6—7) — p, (0) } Trede 
-h | MO T. da, 


最 右边 第 二 项, 由 于 ps OTe XF e RERE, EA LO REA 
—9,(0) To= ne, RRA 


=| — g1 (8—0h) Tusde, 0-81 
- h 
-| — ph iS) T."mds-4- | 9! (8) T, æde 


- INCIO — o! (s — 0h) YT, eds, 


28 8ESOE PRAEAN ERR 


由 于 pO T. 关于 :的 强 巡 各 性 , Him [^ o, (5) T, oda -0. 又 因 
pal) — — ^e "^, Bi P no 8 5 TT, se ifi 


| | 499 — 96 — 08 YT, ads | 
«nw | emee- eor de- [al 


=n (h1) | ee mas]ol->0 (h40). 
这 靓 朋 了 对 于 性 意 的 CX, 
O,-2C (A) H 4O,-ce—n(O, Tw. (85.5) 
再 者 ,出 于 | ne™ds=1, 


C am fo.) (Tus —)ds, 
因此 ,对 于 任意 的 3S>0， mE 
IGse— e | o.) ET. o— nl |n C40 de jæ] 
< max je 一 中 十 jl | ne" (e? 4-1 de, 


最 右边 第 一 项 当 02-0 时 随 着 3 而 任意 小 , 双 第 二 项 当 固 定 3 时 ， 
El noo 而 ~>0. Bf iE BH y 
. $- lim O, SI E, SCA, (9b.6) 
fr tB. De xn D(A) EA POBRE PE, € 
EX. Br T KARAT, W eG DA), | 
Tus Am —T,- slim n A (Th — —I)s-s-im ho Da T Tm 
一 入 ~ lim AMT, Df AT, 
Jr, xA, 
a; oE CA) Pe scr H T An AT:æ, (BB.T) 
4E COCA), FEA”, RRA, d EB, f Papeta 


— 


$80 Æ uo RC 


120 
— AT s 8. 


2x a 面目 由 于 T, Ax 
TSD) FLATA) =f UP, As) 
因此 这 时 257 6039. EF t sii, A 


FP) —f (72) = (£C 4s (| m anos). 
于 是 由 定理 5.1 R1, 


Tiw 一 5 一 | T An ds, zc, 


由 于 TAs XT s IRERE, Dom E qo f ER XRT ima 
4, Hh (90.7), 


g-lim A (T, — T) —8-Hm & ^? N T. Azds 
A-—Ü - A Ü 上 
| =P, de= AT, g, 
$90 !E m X F 


TE 8.3 Hx A SE RE 1 的 生成 算 子 ,用 对 于 任意 的 
n2 B, (I-—n  A)PRDASECT. Y n X M ^5 0A) ERR H DIE 
算 子 , 卫 


TT r e "UT ae dt =C aT, 
内 


PAPIERS M (86.2) 
RERO hF (35.5), o 


aec X hh, Bp In 54)O, m 


(86.1) 


(n> 8), 


Q GUMAGE, PABON SE D (或 左 导数 10D es oe p 


Ma naga S8. qa, p, O E „ELD wy, 


130 | TER EHNA RDRuE Ee 
Bn (I nA REE 99 (0, BS S CD) Jp SERRE e (6 X E, 
如 果 能 指出 道 算 子 (1 — n7 A) 7 4eTERSSE , 那么 必然 (1 一 n+4) ~ 
一 O06,, 而 由 (835.49 立 剂 可 得 (86. 人 2 。 但 假 妇 和 道 算 子 0-14) 
不 存在 , WMA di (8.8) , 势 将 存在 oc D(A) |i [m] 71, B. 

(JI —n Ato 0, ^ 
因为 由 定理 5.1 Rl, AA foc X "fis fol 1 B. foro) = [2] 
=1, KHF Jo CP ito) 二 p) 得 


dip D) — fo (T, Age) — fo Tie mito) =nfo (Pim) -ng (8), 


e (0) 一 六 (za —1, 
而 (一 另 一 直面 ,由 于 

Ie 0) E — [fo | x E ole Td dao | P uo] =e, 
n> 8e se”, RETAMA, 因此 如 上 Tao S UP RE4ETE, 而 
(I—n 74) 7 Ifa feit, 

A1 h/p (nA)? ER (35.6). 


—n(J,-— 1); 
ddr ÀJ, m—n(/,—1I)s, | (36.3) 
zc D(A) y ^ 
s-lim JESE, (86. 4) 


系 % ERAT 4 Fert Fi Dr 3A XE LIT 02 REC Colosed 
operator): 

E en EDA) H slim on 一 上 s-lim Ac, —9 idi 

1-2 i-r (86.5) 

Weebl H y-—.ár, 

RE BH | 分 (I—qn t4 YEm = Ymr Rl gs-LIm au cw c n 1. p 出 
(6 .8 有 Cad p d m A) o J aug, X 

m= s-]im y —s-lim aua J.AD—n M). 


$90 5 d | 131 


出 此 得 . 
H= nA e= (I 71714) J. (a - ny) -m—n7y, 
IÈ Ax =y, 


生成 算 子 之 例 t3iB9p4i WHF era) eC œ], (T) (G) lmala, 

由 于 | 
GT) (8) = 9. 1) - [notet endi [^ nett- Oy C6 di 

nj zo ERNARI ETE y,(s) — —nr(s) -ny, C) 信和 而 

(47,2) (s) = (Ay (0 in (4, — Da (9 5, (0 = 0-2) 2. 
AIH, 34 ye S CAD Bj. HT GS.3) 与 (36 . 4) | y (9 ECCO oo |y Hf Can Cs) 
=y (3), RJ EUG. gG) EHT € CIU e» ], EAR 

y La) — nycs) = —nz(s. 


HIJ " (8) — (Jum) Ph vy. 5) — ud (s) 一 一 z neis), MW ws) = Yn (8) — 
y (ORDER 


wis) —tmwis)-tU0. 


Jr T 3EDRA OS ERBOBRE w () — Cen* 属于 C [0, 091, 必须 0 一 0 Bp iw (8) 20, 也 
就 是 WO) m9. 
这 样 一 来 , 便 知 (ia) (8) =a tt ERRET A TR HS 
Dd) = y(s) IE a! (5 EGLO, so] H | 
34 yi) € SA) 时 iAy) (2 =y (s) 
zug XB | 
$ 94 Bp 3 Xp x6)cC L- oy oo ], (Pr) C8) =| N, G-iatds 


- e i i 


(ua) (e) - J^ eonaul 77 
ee je (e) 
为 了 计算 { Y. 利用 


(b Ru 6a lm ES SQUE. -—— HAH 


182 第 8 这 PRATER 
~ medomet |" DUD (1+ 5) ds (aes S, e» 0) 
sel |" e Daa f e SOHO fas 
cif, Basf CDa] ea 1) 


a m Sas, 


NI Gn) gs y 8735, ez. 
ü 


no vx 43 lamt! 一 和 
(NE emu etm 
"s 
v) Gui o) mio | o PH au) du, 
可 是 由 于 2 (0 DREA, 


t, (8) UNES Fi € | 27 en Un) da + [re theta eode |, 
vin + 


Sa (8) = J2 [2 (5) — £(5) — 2n | ee (w) du 
+v Bn [ra Tete z()du |, 


V. ia) ENED | -V25s(5) — spats) Kal g "8n eiu dy 
4-2: afe “vIn n Bidu] = — ane) + rt (8) 4 

从 而 | | 
CAU ua) (3) = Cg) 9) —án(,—1)zy (3) 

o= 1l, ig 

=F Y) m s Chi (8), 

Bil, H ve $ (4) Bh, y" () ECC- oo, ce 而 (I G) 3 f" (0, GER 
yis), y (0) 同时 eC L9, 9] 4r 


"i 
, 1 


| LEI CLE to8 
m= (Bay (8) —y" (8) (8), 


RI a) (s) —g9. (GU yL) — —2uz(s) tanya, Mj 
w'(s) 2»w(s)-0, w(s))—y.(s —y(8). 
TERHERE w) = Cue 十 Ce "Wt REPE O[ — eo. coco] 必须 
C,—0, €,—0, EIIE wia) &0, 也 就 是 y) =y), 
BERE Bin (Ta) 全 一 | N Gi) 0d Bl E 4 力 是 由 
$GD)-—(y(0: y) X y'()e€CE—o, oo]) H ! 
H y(G)emuD Bp dy) (5) = 3 g" (a) 


[5g XC fS. 
$94 s ZEB GE 
首先 条 出 
ARMERT B EVERE exp 如 之 定义 30bp.952. 
由 于 


k n-i pi p "Nel k SAL 
[$ur Sons <È gye 
M po BE 0, WAR ln] x1 uo, 一 致 地 存在 
slim 5 (31) LBS, d 
我 们 以 此 来 定 针 (exp 8):w， 亦 朗 


(exp Bo 一 slim > (41) Bim. (87.1) 
zip 8.4 
车 30 一 已 如 MI] 
|^ exp B-exp CO —-exp(B-4-O), (87.2) 


D, exp (£5) v — s-im AT exp (H- A).B —exp£Ble 


—B-(exp(tB))e-— (exp (£B)) Be, (87.8) 
NER) (87.2) RERIN B, y 是 复数 情形 的 


194 ^— SBR dEDUBIKWRBM SER , 


Z GD7 e REDT S B+ 


—BEOEABEESERIEL T, BFE XI By" 的 系数 和 在 右边 B'y* 的 
系数 是 相等 的 ,利用 了 与 0 iur Rae, BD BO = CB, gun] SERA 
3 (GDB 3 GDO =E Q1) (P0)! 

HX RIS GT.2), 
hi{ exp G-A) B—exptB) = exp LB*h "(exp hB-—I) 
=ø (exp AB— I jexp tB, 
由 于 | 
exphB-1 -p| « BEE (0), 
恒 得 (357.3)。 

”定理 8.6 ( 竺 群 的 表示 定理 ) BREED) 的 生成 算 子 为 
4A, 那么 , 25e] nE y € X Ib, 对 对 任意 一 个 有 限 区 有 间 申 的 t 308 
成 并 着 : 
T.y —s-Iim exp AS ni «9. (81 . 4) 

EA PAH (36.8) 有 AZ, —n(J7.— D , Ju mi Adn DH A 
加 法 算 子 ,因此 exp (£4J,) Rc sg XU; FEE BC nJ, n E 
变换 的 ,有 
exp (LÀJ,) —exp (—inJ) exp End n) 

. —exp ( —in) exp nJ ). | 
Aiii (96.2) Bp JJ] (0-976) 得 
[exp (£A Ja) | « exp (—tn) exp (tn (1 —n 18) 1) 
^ exp (Bt/ (n8). (8T . b) 
ERX, HARI (96.1), J, 5 T, 是 可 变换 的 ， 所 以 AJ, 


n(J,— 1) Ej T, ALBAS , Ag ,24 cC S CAYSEUBIH (95.2) gx; 


Xr R (37.8), 


| 一 一 


Sar 4 EE 18 


T'x— exp (tAd n) e | {exp((t—s) 47.) Prades 
| 0 


f 
= | oxp (人 一 人 4d7 T, (A AJ, )ds, 


TES rcD) hh a FBA (01) (37.5 (36.3) MAEAEA 
到 一 exp AJ a) z] 


<| exp fuza. exp Bsl (A— J, Ajade 


EAF sc) exp PA » exp Bs 作为 8 BUT 24 n— co 时 


JE — PCR ABS, PAH (36.4), 23 e C ID CA) 时 对 于 和 任意 一 个 有 限 
[X fiir aS $ — So mor )] 
s-Tim exp(£4J,)wum—T,am, — 
(BEI CA) XE X 内 稠密 ; 故 对 于 任意 的 qC X 5 EER 870, 存 
E C DUA) BE ye] s, FEA GD- (387.5) f$ - 
[Tiy — exp (1442) yl fog -To + [-T,9 —oxp (£42, 2) | 
Tlexp(t4J,)-z—exp(£4J.)-4| 
< exp (Bi) s+ |T.s — exp (A447 n «e. 
+ exp (Bi/ (1—9 18)) "e, 
Afr 3 EE EO BR ECIERE [0,. Jigi — tt 
lim [T,-g— exp (£44) y] «2 exp (io) «e. 


由 于 e 0 BECOME deo IRSE T (37.4). 


汉 GnADERGTS D KERERE exp CA). WA 
T,—exp (t4), ' (9.4!) 
这 就 是 设 在 定理 8.5 Bye SC T. RT DUE XCIETEFURCT- CA 的 指数 三 数 ， 也 正 是 
(37.4 gH T A ZRT ER T: 的 生成 算 子 的 灼 故 。 
RICE A HRl 对 于 wo) E00 cc 在 范 数 
| [e] — sup [25 | 


4 m- ire .-——— 4. FA T— M —————— — n2 


186 HBR 中 尖 的 憩 牙 可 能 性 与 表示 
的 写 义 下 ;对 于 性 意 有 滤 区 间 的 + 一 私 地 有 
s(t+3) slim $3 (mJ) -ttn( {AJ} mn) (8), 
FUE RE m) 为 有 限 区 并 [0; o], aoo, BEERE B] , 在 将 x(s) AE 
为 [0， 2) EIER BGSEGREUN 1 0) 之 后 ,对 属于 10， aE t BERIA 
a(i) -&() -s-lim p2 m RELAT Vn) (0) 


EHER 0 a] EAEE c0) 在 O, a] EHTDAd tS t a 
FOEN MA Et Weierstrass HJA Hr E, C 


8398 ERTER 


定理 8.3 poa E TERA TAA, EE 78 y iy 
程 的 积分 上 得 到 应 用 {$ 40), 

定理 8.6 Ez Banach ZH A HFAA D) AEREE 
AX RME, WEA $64) 到 至 再 的 加 法 算 子 A SB PGSAT,) 
么 A GARPE: mE 

存在 某 个 82-0, 24 ORI m EAE KU Te GRAY (88.1) 

沪 有 界 加 法 算 子 ,有 EV s -n.»8). 

ERER, DOEA 办 移 密 时 ， 和 为 某 御 群 的 生成 算 子 的 充 丰 
PEE (38.1), 

诈 明 AF, Æ (725 的 道 算 子 ， (36.3) REIS, W 
h(86.4)3kdbdh E or. MATET HORE BH. 1$ Jo. S y C (A) 时 
Y= 而 | 

ly - Jul nd -v18)7[LA-y[0 (ne), 
但 因 DAE X ARE, KITEEN ccX 以 及 任意 的 220, 
FETE yE D(A) BE |o—vu]-e. He | 
CE ey 
<et jy- 7, yj 4- CE— 0728) 2, 
由 此 知道 必然 s-lim Jue, 


$38 生成 筑 子 的 特征 137 
ER, R. 
T= exp tAd n)a 
Hh (98. 1) gni (37.5) 部 [TE] « exp (8i; (.—m 78)) RE ^r 
pi (87.3) 


n) 
SS = AJ, Ty — TO AJ e m, (88.2) 


Pt 
TPe—e=| TPAJ, sads, (88.3) 
但 J 与 J 显然 可 变换 @， 因 此 41, 一 n(7, 一 中 与 ZI" 也 
可 变换 , 从 而 和 前 定理 的 趟 明 一 样 ， 
U'f?2— TPPs| = | | Coxp (£—9 44) T? -2)da | 


f, exp ((£—s) AJ «TC?» (AJ, — AJ ) wd | 


<f OKD (Ie 'exp (1g) | (GJ uy 7 Ju) Am | ds, . 


AF36. 4) pr , AMEA E4 2€ P CAD 时 ,对 于 任意 有 限 区 
网 的 + 一 至 地 有 有 
s-lim Top — Tuo | (38, 4) 
存在 。 但 因 DCA) dE .X nad. WC TER vecX 58 fEXxImN 
a0, 存在 oC DCA) i lyej «o, .于 是 利用 
LT$^| & exp (8t/ (1-0 *8)) 


"s 


(Ty — TPE Ty — Tj] 4- VPP?2 — T6721 - | PP Py 
* exp (Pi (1—m 'B) )* 5-1 TE? — T?" 
exp (Bt/ (1--88)) «s, 
(00 一 般 , 如 4 与 可 交换 而 4-1, B- ege ML 47315 BA JR s — PRAG 


n 


188 第 8 章 PAAR 
MEF (88. 4) ,对 属 二 任意 有 限 区 间 CO, dg] 的 t 必 一 至 地 
lim | T£?y — Tf?y| 2 expC8t) * s. 
鉴于 8 的 人 尾 瘟 性 , 便 知 车 条 对 于 任 春 的 cE A, ERAS A 限 区 
HEREA (88.0 BRE, ERIR EH 6.2 B3, 
, DU T . Bi E 
HP x lim [T S lim exp (x ea.) c exp (60. 
现在 只 需 指出 T 是 以 A Do Zi SE B ARREST S08 s. 由 于 
Ty? TI? = TE, 
I Tl | 
eM [7,,, m — T RAEI] 十 | T em 
+ | Tw EESE AB ORE: N AS ET: d: 


Tu VT, um — T g] exp. 8. )] TO a; wl 


+EP- T) Paw, 
HA no 时 收 才 于 0, BTE 
TG 
从 而 CP) 满 是 御 群 的 条 件 习 ， Gio TP- BREF i TE M, 
且 (38. 和 当 上 在 任意 一 个 有 限 区 间 中 时 一 致 地 成 立 , 所 以 Pioo 也 
AT 6d. BD CD 也 满足 Ci) 。 因 此 T) EFRR RETE 
有 群 的 生成 算 子 为 A, 那么 我 们 只 要 永明 A =A RAT. 
4 一 4 的 证 有 明 当 sE 人 D(A) 时， 
TAr TY AZ un] 

« UT Ax — TO As | 4-[ T9? Am — T6 AJ us] 

| (7 — T$?) Az] + exp (8s/ (1 —2718)) * ] 4s — Jadal, 
Eh (88.4) 与 (86.4) E0 « e x ioo —EkHülc SICT O, AE 
(88.8) HA 0n — oo 得 


Teo | T, Ande, 


mum =|| 


milit 


$40 EPRA HAE i89 
从 而 当 e€ D(A) 时 Slim £* (0,7 Do — A» Wit, TRAE 4 36 
A KRE, Ep 
34 ec D(A) it, cc D(A) H dg- Ar, 
RE En EER, U -n A ie SCORE CL) , LER DA) 
GP OD — IRRE CU. DLE ER DT) =D), 


从 而 d -—A, 
839 村 群 成 为 群 的 条 件 
满足 
(1 ) Joli, d= (—o0oxt,$:xo0), 
GP) slim Ti 一 人 (SEX; —oo« foo), 
(iii) | 下 < gait (B0; —oo«i«oo) 


的 从 X A X ARREN FTI 07.) $5 2) (Banach ze fj X 中 的 ) 
üt. Hwt C~, co] H (Tæ) (82 =0 (tts) E3&— TRE. TER 
然 相 当 寺 有 特殊 的 守 群 ， 但 对 它 却 有 下 面 的 定理 成 立 。 这 定理 在 双 
曲 型 波动 无 程 的 积分 上 得 到 应 用 (8 41) 。 
定理 8.7 从 Banach Zril X ARETAN PA) SIX Pig 
加 法 算 子 ARY- SEMI ZE XEREY- DRE EA ES 
FEET 80, HJE n EXER In | E 
J, (I 2714) 3 X98 OE ÉRCT-, B. (89.1) 
Ads O-In 118). 
Ead (SEH) PTa RER, 它 的 生成 算 子 4 是 由 
Åe =s-lim hi - Ds-s-lim (TaI) U 
a X. 的。 xam Á—-—A, Hb, Ro EDA), 并 分 a 
=A {TaI he, 35.7. 
|a, 一 —Ásl = = [7,-2, — TT Aw T, Åe ~ Au 
« [7| [zs — Ae | + | (7s — D) dac 
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RAH A LOBE-O. AT EDA) 时 ， 
Au — slim T (h^ TaI) je 
i Slim hc (I—Tjàr-—--Ar, 

BRET 4025 eC $ CA) 时 As — 4o, 从 而 4= 一 4。 

于 是 由 定理 8.8 fli4n (89. D yr. | 

(JE ZEE) RERU ICE E A SERE TRER T, 
= gxp(t4) YA A — A 为 生成 算 子 的 和 舍 群 T —exp(t4) ,有 T,T, 
=P T= >N, 事实 上， 

Tæ — 8-lim Te =s-lim exp (M[(I —5 1A) t — I])«, 
To — slim Tong = s-lim exp (ns[ (+n 1 4) ^ —Tiyaw, 
nj H. 
IT. T. — Ty Poo 
« Vr, Tue — T6? P] + [mi s — Ti»? cog 
« |a — T9) Eo + AO no), 
REID Tue — P oTi? ]—0 (noo), 48 
GI—n4) 与 (Icn3A)1 
ETAR, BOP 与 TOO 可 交换 ， 从 而 由 上 述 , T. 与 A 可 交换 。 于 
TTT} 成 为 件 群 ,并 且 骨 于 仿 ^ 00 
s-lim 为 ~ CP 一 Je | l 
= g- lim, eh (T, — T)z-rs-TNma Hm A7 (五 ,一 Dc 
= Aæ+ ( — Aw) —0, | 

Ê) ifo BOS O, lica T. T. o. exp (1-0) =I. 


+ 


Ü EBLU T P, 及 Tm e 7, 及 人 0, 已 改正 。 一 一 逢 者 福 

© XR REM TX se OCA) 时 slim hCPVT. —1)2-0. dBrg dh EL T GEB S; 
zc DN Tos, 但 TI HERAT, OCA) EE MI TET - 1, ei 
注 
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BPESA R HE Banach vef X riga np RT A Br.SCSDIR SR: 
3-]im s, —35 
EID 
E gri 
Da, -sdm Riwa E = AT £20 («) 


BM. EAD. EER T PERATA IA EAH e x 
属于 00 时 可 以 由 

m= Tx —exp(t4)s 
IREA (定理 5.2), 


ERATES ER HAS AO RR 
Dade (4 一 过 普 拉 斯 算 子 ) ， 190, (9) =u 
或 者 可 以 写成 重 障 形式 | 
A fu ü F u 
AG) ))6G^ munie 
的 双 曲 型 的 破 动 方程 


= fu, — too 


^ 
#0) = (A) = 


都 是 形 如 (*) 的 发 展 方程 的 例 于 。 因 此 ， mico asta (7 S) 
定义 域 ， 使 得 道 算 子 C9 n5 Ri ((5 2 )- Ini 4 5 )) 成 为 有 办 
ETER MAEPA hH 、 


u-—exptitd) us 


x G)mee CO CD 


而 得 解 (定理 8.6 或 定理 8.7)。 MEAR (S p ) AOFERE ERE I | 
BET JA BUG AR MP", dua PERO 4 或 ( ，0 ) 以 适当 的 边 信条 件 
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对 其 定义 域 如 以 限制 使 得 定理 8.6 或 定理 8.7 可 以 应 用 上 类 ;这样 一 来 ,扩散 
JR 中 一 各 或 波动 方程 -38 一 各 的 “币值 问题" 一 一 Canehy PERRA 
TR EREN UBI S a 2 — Au ORUM Rs, n du PPAR 


Er p blc Xo 3E IR «c — neos f. ERBA fe AME ROEE Y. de $40 及 $i 
“中 将 举例 说 明 。 


$40 PEAR Cauchy 问题 


ir R y m SERI a (orientable) fg O* Aey Riemann Zi, 
ÍPUJDILZK Ea Ó ZOEAO 
ds! gu (2) da da, (40.1) 
考虑 以 属于 O” (E) A: 


(AF) (a) — b" (a) zal 4- ai (a) -2 AL. Nm) = (m). (40.2) 


我 们 知道 ,所 谓 (4 了 7) (o). trf R m BS en AR Qn, m) RS 
选取 无 关 的 条 件 万 是 指 在 作 坐 标 变换 (oo2 A a CTA RET 
br EP b, a EE b, T, Hy 


uf 2 Q^ f 
if L Au — RW. 
o Bri zi ta : ri m. ES 


E. Bst. AHH 


Of o a / Of Ox ) az 


en! a! "art Do Om / Om 
[n EXER PED | 
pm OP Op 
bU os b DE AZ (40.8) 


mhhin — 


'O ATAUR Einstein FH gyloaei drie p gu Gr) dat dei Sein 


= 


$40 扩散 方程 的 Cauchy 问题 148 


mv 
T= at LEL 2r e ro (40. 4) 


Ser. 从 而 ow) 为 二 V testen PRIR, X a (e) RETE Es AE 
PR (m, w) (at, ,27) ARAE (40.4) 的 量 。 
me 4 RMAN MAT: 存在 革 个 正 数 和 使 
MGI (40.0) 
Ww. THPHEIBORTOR Buguae—(mx,-e,27) 与 时 章 上 的 责 数 
us) 的 撕 物 型 方程 连同 初 值 条 件 : 
dus. c) = Aut, a2) (tz0), | 


(40.6) 
u0, v) — $& SED (0. 
这 万 是 对 于 Riemann 窑 阐 上 的 一 般 的 扩散 方程 的 Cauchy 问题 。 
为 了 说 明和 加 何 利用 竺 群 的 方法 来 解 这 个 Cauchy BEBE, 我们- 
特别 考虑 R EREE, Hak Hi t E rE (torus) zc 235 Du Ue S 
Riemann ZEB OE, dE Riemann 空间 R rh, Jm JE JA RISE 
ARR ERA (065) PER SE HBCRICT: R A (内 ) 点 的 子 列 (mul, 
AER e ERA, RERA E E T eME, 
;EIBR9.19 mE REKK, SR, (40.6) SEE E 3E DJ 
Ji) € C"CE) SUBE uta), SERR (6.2) HERRAT O^, 
HFHH uw (2o) 可 以 表示 成 


wo 一 | PG, e, df (9). (40.7) 


AE P Gc, ED, 25 (t,0) REEF, T R_L Borel Ano EX 
o 可 加 的 ; 


o E E. Yida: On the integration of diffusion equhtiona in Rie 
mannian gpaces, Proc, Amer. Math. Soc., 3 (1852), 864-873. 

O A A RITES BEA ERE PURGE AS Ae LR AE Ze HO EGER mx ay — 
idle cr EK E 让 的 Borel $A- 
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3H FB HAAA, 


oo oo . 40.8) 
P(i,%, LLE,)- EPG, Ly Ej), | 
tzl k-1 
HFE 
P,m,E):0, P, e, R= i, (40.9) 


为 了 将 这 室 理 归 奉 到 定理 8.6 3ERERH EPRELUL E ERE CAE 
首先 ,定义 在 R LEANE S o) Bae Pec 
EF —max|f (a)! 
构成 Banach 空间 C (R) —O?(R), RE 4 ARBAT O^ (R) S 
C CR) BSEC f (0) RA AD (0) € CR) CCO (RO) 的 加 法 算 子 
时 ;就 把 这 个 算 子 写作 Ao. 
引 理 1 若 对 于 任意 的 正 整数 n, M 
f£) nAdof) (6) — (a), 
Hi 
max A(g) >f (@) > min hw). 
RESA nx f) 在 号 的 点 wo 处 达到 最 大 值 。 由 于 (40.8) 及 
(40.5), 适当 地 采取 在 so 处 的 局 部 上 坐标 ,可 使 | 


1 $—3 
5H (ms) E 4 1 


O itj 
成 下 ,这 人 么 一 来 就 有 


Hi 2 
h (La) =f (go) mm A (ig) pA 十 l 2 2G | 4 
~ 1 一 Ü 


Wi T f) TE em ARARA, o E )x0, Am hn) 
f). Bie UM cC Ro max haf (m). 园 样 志 可 证 有 
Epke Rd f(x) Smin hw), . 
X Pn0HB ERE (I 一 n+4o)  fHEB 
| E —n7*49) 7 [ x1, (40. 10) 
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XE he) 0, Miao hh (2) z-0, (40. 11) 
(d.n lo) !-1-—1I (40.12) 
HE Wo | | 
MER] (I-a) Ife TERI ho) 0 lid f (o) —0 的 事实 
nj UB S 


AIHE 2 所 请 4o Ep (smallest closed extension) 
do npEITEBS FELIZ AKE A MAAA | 


slim f,—f, s-lim As fuh (40. 13) 
的 C*(BR) HRR (A) AOR) 中 的 点 了 ,存在 时 ,使 定义 
As f —À, (40.13^ 


NES] ”只 需 指 出 oJ REX S BRA (A 的 取 法 无 关 而 
由 了 孜 一 地 确定 朗 可 。 从 而 由 于 Ao 的 加 法 性 又 内需 说 朋 当 有 
Sn grw) 一 0， s-lim Áo gx =e 


的 ig.) & C^ (2) I ec CCR) TEE SR e—O Br HT, ESE E, m 
PERH | 

. de= g(a da dade”,  g(w)-det(gu(m)) (40.14) 
B ACRI DAC ERIS 3D ERRERA TCR, 那么 , 由 分 部 积分 , SARE 
IH (15.4) — E ORI f£ AACO), 


| FOAI a) dm | (Ao) AG) de (40.15) 


H&, yr , IH 


(AS) (2) =r aia NTER) 


-yg as VTO Ea), (40.16) 


这 是 因为 , R BERROEUESCHS EET OR Ja, PAAR TU E 
PHE” SIEHE 0, WEA 


" 
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[is (o) CASI) @ ao= [4090) (0) -hlode 


在 这 里 全 ->oo0 得 |. e(a) (de 0, 而 鉴于 hE OU" (R) 的 任意 - 
Mc, BD e (o) =0 Bois, 

引 理 3 2-0 AR O7 (FO. 通过 过 一 wa4o) BER E, SD 
n (1. —n7149)4 在 O (E) 内 是 稠密 的 。 

WE] 将 C"(B) Chi EHE BENE f (o) 需 做 是 按 范 数 


ut.-( [roro rz)" 


Est pre-Hilbert 2l], 黄汤 的 完备 化 为 Hin), WFR EX 
Fi, C7(R) 与 $*(R) 同 义 , 从 而 五 z(B) 与 ELO) Fl X. 

Bin (1—214)u-—02 97-0 ARR u C HGUR) B8 382. , 
利用 4 是 二 阶 椭 图 型 算 子 的 事实 , 由 Woyl-Schwartz #9 4.8,u 
不 妨 淖 做 是 属于 O (R) HER, ATARE L EH u=. DR 
此 应 用 定理 4.5, 对 于 任意 的 fE O"(B)CCHS (ZEB (I - 71 4)u 
=f VART H(A HER, 于 是 再 由 Weyl-Schwartz 定理 ， 
这 个 不 臣下 做 是 属于 O (R) 的 画 数 。 这 就 是 说， 对 于 任意 的 
FEC?(R), (I 一 wl40v 一 了 BOR RT C^ (E) byi u, 7A O7 CR) 
4E C (R) —0* (HR). 内 按 一 致 收获 的 意义 稠密 的 事实 (可 仿 $ 世 例 2 
证 明 ) , 恒 知 O^" CR) 的 通过 算 子 (一 % Ao) ER gE C (R) RH 
JB BG. 

XP MxinO0Nul—net4BOEUHOJODBIU WEZ —U1— X459) 
EEO (R) E, HH. 


|I —n7 43) 14 «1, (40.107) 
dh) 20, RI —n749) 71A] (2) 2-0, (40. L1) 
(I—n-4,)731.1—1 | (40.12) 


REM o 
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鲜明 HBI 3, XE T-EXEIJ AC O GO ,存在 1 CO" CRM 
s-lim nldo) fr=—n, 


Hg (40.10) , 对 于 
l fe (I nA) hs he= Aen A) Sa 
H 
[fief [L nA) he 8) E s P. 
天 此 lim i f,— fi |20, 而 由 于 OR) 的 完备 性 , 必 存 在 
slim fy—., 
于 是 根据 A But SL, 254 boo 时 得 | 
hs-lim hy s-lim (I —8 149) f. (1 — n LAS) f, 
m Entf =h 大 且 因 为 由 (40.10) 显然 有 
| 全 一 后 14 站 有 ， 

R -n 49) teda B [0-231497 [x1. AE, 
IB RIEBH T (40.10) 4 ZFP (40. 11) EE (40. 12) i AAAA (40.11) , 
(40.12) HERREMA ERE ` 

有 了 芒 上 的 准备 之 后 , 郎 可 进行 

定理 9.1 的 丁 明 —jH EHBIBDR..Ao 成 为 某 个 什 群 US 的 生 


成 算 子 ,因此 当 fE&CIo 时， . 
Sa hiad aA) = DTF = AnS =T Aof, (40.17) 


slim T, f — f (40.18) 
成 立 。 可 是 当 KCOU(R)-99(AQ 时 ， 由 于 对 一 切 正 整数 
b, CAE) Go xt SORIA CAS) (2) , 故 AEE 9 CR) (6 -0,1,2, 
e). Bit, HE, /€ OT (R) 上 时 ,对 一 切 正 整数 P, DIT. FOR 2E 


AX i H. 
DET,f =A ol, f " 


ro -TOBIAAMT RAM M — 
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PAJ én . 
DEP, f = Di (D Ao f) = AT, Ao f — AUI, 
FEPER CP. fF) (m) =u, e) 当 寺 国定 时 是 2 BERE UR, 部 使 对 
— WAE b, Aqju(6s) a REOR ERGO T ua) PEA e R 
HRAT D(A), 存在 (us (2) } ECR) 使 
s-lim t (e) =u, &), 


slm (Acti) (7) m Aqu (5, v). 
A pr (40. 15) 18:33] 
J^ (a) (ANA Ga-| (Aou) (2) -h(a) da, 
| ult, &) CAZA) (a) da=] Fult, &) Aada, 
hE C"(R), 
反复 这 样 做 , 便 得 
|. ult, 2) CAT) (adam |. Abu (t, m) hade, 
. hCO"(B, 
FRF =i, Z,-**, u (t, zj Ja dE 
Aiola = Abu, v) (=3F s B BLADE CREAR 
酌 能 和 解 ， 因 为 AS Ao 同时 为 枉 圆 型 的 和 ， 所 以 应 用 Weyl-Sch- 
wartz 定理 ($ 15) © 知道 当主 固定 时 ,作为 o BURG, 
utt, v) COTR), 
TR d (40.17) f 


6 并 且 o457y 25 rir EE ADS QC T 


O 应 雯 是 定理 9.1 Hig T2 GARA HORE 
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Dui, w) = Ad lt, z) = Aju(t, v), 
而 
CD1-- Ag) ul, &) = (AtA u(t, m) (k=l, 2, e), 

Ed JE 3&1. E jj — PER En? £€ (0,90) Hec R b, uG aE (6,0) 
的 页 交 万 是 

(zt do ) o, w) = (dt Ao) "wt, 2) 

一 关于 (, 2) HE m ERN RO 
的 能 解 ,因为 再 应 用 Weyl-Schwartlz 定理 三 知道 
u{te) — CIS f) G0) 
作为 C, s) 的 而 数 属 于 CO PLA BI (40.17), (46.18) [lA (1, $) 
Fy (40.6) Bo. 
其 次 ， 由 定理 o. 6, 
ws 2) = (Tsf) (2) slim exp(tn(J,—D)f (2), 
feb J,— ~ao), MA 
exp(in(J,—1)) —exp( —niexpintJ,.), 

而 且 J 满足 (40.10) — (40.12), d 

jexpGn(J, —2)) | «1, 

3x hie) 20, HJ expansa I) h() 20, 

expiné(J, —£))*1—1 


ALS E IA TS 
jm, | «c1, | .— (40.10") 
P A) 20, RIT A) (2) 0, (40.11") 
T,1—1, (40 ,12") 


AEn cT m. Ib, 如果 把 umo = UP, f) Gn REC fae 


O (4s) 为 关于 全 的 的 2c BHRINGURARD RET REE T1 


与 7.2 Bye. — ECKE! 


150 Hok Zh Hy Cauchy Mi 

O^CR) BIERA, 得 ueo FT S Ame 
EEA, TERE (40.7), (40.8) Bg P,e, E) FEO, 3X 
上 满足 (40.9), 由 (40.115 Æ (40.12) 可 以 看 出 名。 


841 波动 方程 的 Cauchy [32H 
ge E" 3y m ME Eaclid 空 关 ,考虑 关于 E" PHA en. 
om 与 时 期 # ARR ue) buk DREA REA P 
Puta) Aui, &) (—oo«t«oo), 


uo, 2) E RE URAEEC f (m), (41.1) 
2 (o, T) cR AUR r gis) , 


FEE A YA O* CE") 中 的 画 数 57 (2) — D" (2) , af (2) , c(2) 为 系数 
FUR [B] 8 CT - 


=b! (87) ———- a (v) ADU c(a), (41.2) 


A OT 
对 于 如 上 的 Cauchy PATIESI TREE, 
定理 9.2 idu bY), die), elw) WELA PORA H: 


| 214 ij t 
09 (2), a (m), e(2), AD A. i a | (41.3) 
flip EN" LAG 


PEER O, n. 使 在 E" 上 到 处 有 


dl 


o XRAM Y FEAE UEXJEOCT GEB. 7E[A C[O, 11* myon um SE ( Hog 0 XE 


0 $3i8jffj—tfEI RE 为 可 秀 冯 Ta 型 空间 O ERARAS R Banach 


EW Je fmax) [) , RI EC ARERR AG) m] se (0, sE 

C(O), ih p ARTERE Q 上 所 有 Borel $ ENAT dne, — HORE 
o0 XATM, E Hille 及 W. Feller RPR TRAR Zo 

ERAR PIRAN DIA — PADAR E. 


Amy mF 
7, 


§ 41 波动 方程 稀 Cauchy 问题 ini 


753 E» (o) Bio Sa, (41.4) 
法 时 必 存 在 正 数 oo B, SEARRE, MR SC) ga) € 


CHED H 
IFF &—0,1,2,-, (AF) Qo) , CA*9) (0 AAEE 
Pe — Et Te p RR T Ho (E) =La CE) 
KRO, RUA GLIR u (6,0) , PAET G, e BESSER 
C^. HEARE P BEI tF: 
((u—agAu, Ujo t ao, 1,0) 7 | 
«exp(SH[) (Cf -asAf. Potao(g9, Do) 7, — (41.6) 


| (41.5) 


但 


F, o | fo) 9 wd, da-dzy-dn,, llo (Fs A) 

L.T) - 

为 了 诗 明 这 定理 ,我们 引入 三 个 引 理 作 准 备 。 

引 理 1 EAH (E) xo O7 uu 中 的 本 f(s) 同时 满 是 . 

Ifl (|. Lritda- | 

的 了 的 至 体 ， 那 么 HEU) WE | lo | li 的 完备 化 分 别 为 
HE") =A (E), HG) =H (B), EH. 
当 j gE H(É") H AfE Ho(Bm) 时 ， 


| F Ora | bs of 
一 一 "9 一 
(AF, g)o mo Er EN ES Ow, CX; g de (41.9) 


"de) «co (41.8) 


E" j= A a 


«| pu gde--|. eg do, 


a 
pm OT 


O d(nnmmjem-(E-C).9cm-70Em) p, IH B) 3 AE PERLE E 


162. 第 9 章 “发展 方 和 的 Canchy 问题 


HF EHE H A'Fc HUP mne, 


| bi 
(QA Tg) o= — |. pra Be JE da- fn Pe f a da (41.10) 


qe. sas, toi 
xr. 

BER XE CAf Do Hi 4T S BEBUEORUB AL. 8) imp f (41.9), 
这 是 因为 ， 由 子 f. gc H(ETS) R Af € Ho(E") 的 假定 在 施行 分 
部 积分 时 "BEBUB EUIS dE c co, 一 co 成 为 0 的 缘故 ， PERO 
的 论 交 量 。 同 样 可 得 GI. T0), 

X& (Garding 式 不 等 式 ) ”加 果 适 当地 取 ?，8>0， 那 么 对 于 
充分 小 的 正 数 do, 

当 FEH(E") H AFE HQ") Br, 


. 1 4 
jf iic -wA Dom (Ltoop lh, T TP 


SP COH (E") H A" FC HQCET Bl, | (41.12) 
òl FSF wA F, Fo (LT+oaoy)} kf lf, v 
BPf.gCcHUP)H Af, Age HE” mr, i 

- o, 41.15 
CAP, go CF. Ago y ifia iglo. | 


E FAM (41.11) (41.12) , REJ (41.3) ~ (41.4), 

(41.9) ~ (41.10) 及 不 等 式 
olad | Sdo lela] tHe 1:56|3) (a, g0), 
HEEN f. gC HQ(E"), 而 应 用 Schwarz REREH, 

IRURE, SE £8. (A1. M 只 需 将 (Ff, Ag)o EAE (A10) RER, 
通过 一 次 分 部 积分 将 - 马 Lf 这 样 的 项 换 成 Lx 9, Bi! (41.9) 
fE3 

e c6 ~ Men ay, 


PAS Can 
e reg: Sy 22 (1956, 667-08. 
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o! af | PW 
(AF, ga Ch Apo -| (2.25 2 os, 7 
wrm (9f. 98 
2a E? 9 2 fg)ds, 


A e; HESORD SERB (41. L1) RRR ESSE: fh fO RT ELT o 
引 理 2 REA oo 已 到 得 充分 小 ,使 灶 于 适合 Ocas a B8 a, 
上 面 的 柔 成 立 。 这 时 对 于 任意 的 了 EH (Ee. 
u—adu=f (AT. I£) 
A 90E——h9 T EH CE") BRE uot, 
三明 B u, eC HP) B. "uc ES CE) ,对 于 这 样 的 wo 


考虑 a 
B (u, v) = (u—aÁ"u, v)», 


35.2. , HF (41.12) , (41.13), 
|Ê (u, o» | « (1--ay) lejar ofa, Slul? D iu, v) 
成 立 。 du bius, ode H (E 内 楼 [d HEERE, Xi 
Du (R) 在 H (E) 内 接 | [i 的 意义 已 是 稠密 的 事实 可 知 。 因 
yt,31816 里 一 粹 过 庆 到 极限 ， 且 使 可 延 拓 为 BE HE”) 
IB ESI uw. o AA s X dmn HBSÀIE 
(Biu, s) Atay) luhe lolis, juli EB, w. 

于 是 和 8 16 Eate, TAE EHE, WE 
(41.14) 584 RT uu, C HQ.CEn) HE — Mifrdc, Dd Weyl-Sch- 
wartz 定理 ， 24 CO" (B) 时 u A FF TEHBCR- RR: O^ (RD) 的 ， 所 以 
BIM 2 fif, 

引 理 3 mE n (seo ff ep [nit 充分 小 ， 这 时 对 于 
H GE") 的 任意 的 矢量 偶 P. 9}, 


( es DE) ——. (41.15) 


TE H UP) BARES (Cu, vo) HERR, BEER Af C HG, 


"n 


154 C e 0x UB ATEM Cauchy 向 题 


HIZR E 
(ues dt, Uot ao (9, v)o) ^ | 
s (L-- [n] 38) (fF 709A f, f)o- a9 (2, 9) o) 6*5 (41.16) 
PHERS HS f, g Xx n XX Wm 
MEME EUCH (ET), vac H (E") 分 别 为 根据 前 引 理 所 得 
" i 
tn ?Àu,—f, Von ^Ávg—g 
的 入 ,那么 容易 知道 
QU. y, 有 一 玫 AR 
INE (41.15) , RUD 
u-nv—f, v—n Au=g, (41.15") 
HERK, ER AJE H (E). H (41.15 E& fs gs t, oc HE") 
T 
-An C H CEP) CC HSCEm), 
由 此 及 AFE H, Em AX 
| Av —n(Au-— Af) € EE”), 
Mer uw, ve HWA IER 80 h (41.15) Fi 
(f —agÀ f, f)oz- (um 1g —og d (t —n7 9), wu —m Iv), 
= (u—asAu, Ujo —2n ^ (ut, v)o-F- m last du, v) 
Ha teol Av, wo Hn *(eo—og À0, Vios 
aoig, D= 8a ly n Au, v» —n 3 ÀAu)o 
= a tv 9)o—n 7 "ag(o, Au)a 
—n as (At, Pjotri cot At, Au)o, 
mA eioan, v)ozm Ovi 9 (Au, Au)9250, 故 知 当 
[n7 JEFE ,对 于 某 正 数 8, 
F- a4 f, Flota 9)o 


> (u —agdu, Wot ag (9. t)o 


gdi sx A Osachy pad 153 
—|n|*l (Av, wo CAU, v)v 
> (u—acAu, Wo agit, Vo 
- |n] CoA juli 
agy 271 1n | 1 Cul i kefo) 
> (AEn 7) ?CGr-aoAu, Wo 
Fus (9, v)o) 
JG. 
这 样 就 瑶 朋 了 (41.160 9. Ap Am? F= 9-0 p u—v-— 
0， 从 而 可 看 出 解 us v; BEE. - 
RO BM HUGE") WAGES us vo) RR 
ti 
(o) 
的 形式 , 拒 它 们 按 范 数 
i y t | 
(7 )|= uandu, to -ae Co, WY 


作成 赋 范 襟 四， 并 将 艾 赋 范 空 阅 完备 化 后 所 得 的 Banach ZUR? 
为 H (EROH, (E"), intr] BD u, oc HE") H. Au, AvE 
Hs") RR (^ ) e E (0) en Hs Go") 作为 

| 0 了 
A o) 
Waste L1 DCN ,那么 由 引 理 3 可 知 ,对 于 |n| 充分 大 的 整数 ,i 
的 最 小 开 延 拓 中 具有 定义 在 公 体 H (ENRE) 上 的 省 得 子 


Se 


x 


Wii 日. 成 站 着 | 
| o9) LTB 。 
AE RIAIR SIE 8 ADIRE DIES Roe FIERET DAT 


ee ee Pe we ee Eni zr E ep dir Ee Ima ide s - nen. am erm AHHA Lan ieu a E ~ 
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定理 9.8 的 丁 明 ”由 于 上 面 的 系 坡 站 ， 故 可 应 用 定理 S.T 而 
知 以 针 为 生成 算 子 的 群 UP) 存在 而 且 [了 <exp(81il)。 因 此 ， 
FUR UE 


ut, £) u fr) 
oe) T Coi ) 
作为 G, 四 HERRE C^ 且 为 和 (41.1) 等 价 的 


2 o, ut, £) | /08 inyu, æ) 
9: vd. qn) ^(, oJ sa. ») 


u0, s) rf) 
v" 5) Go ) 
的 解 郎 可 。 为 此 只 怖 注意 4 为 椭圆 型 的 事实 ,应 用 Wey]-Scpwartz 


定理 , 象 证 明定 理 9.1 那样 来 作 好 了 。 群 昂 前 举 的 著者 论文 。 


还 EDATE (40.6) HUHA f (41.1) 的 右边 的 和 4 显 含 时 间 1 
的 请 形 , 不 能 原封 不 动 地 应 用 竺 群 或 群 的 理论 。 对 蓄 种 “ 右 亡 和 的 算 子 有 4 只 大 
B ERST PETRI SS ERIS AE BEER" Br Cauchy 问题 : 

Dm= Ai, ui = RER] 

FH SC eB 5 EO AER a A 4€ BU A E T. Kato: On 
linear differential equations in Banagh"&paces, Comm. on puro and applied 
Math. 9 (1956), 470—486. 还 有 K. Yosida: Integration of temporally 
inhomogeneous diffusion equations, Proc. Jap. Acad., 30 (19545, 19.23, 
Zíd-—270. An operator-theoretieal integration of temporally inhomoge- 
neous wave equations, J. Fac. Bel, Univ. of Tokyo, Sect, 1, Y (1957), 463 
~ 460. : i 


d acm 


加 


Wl ” 扫 象 的 积分 方程 式 论 
(CRiesz-Bchauder FHE $i) 


RE A o. y 及 iw) d eL kn EE EH DC, BE EC 的 积 外 
方程 | 

G) — em -i| Ki DoGdy- f 
而 求 求 知 图 数 pc) 2 REX RA rd n urs Dirichlet 及 Neumann 
半 题 而 提出 的 吉 典 的 问题 ( 渗 照 $16), I. Fredholm YH ESRT 
— 面 这 样 作为 联 立 -次 方程 的 极 陪 来 解决 。 将 区 次 fo, 习 分 成 G — 1) 
SEM. EXC RON GS, 93, 70, 8 — b, TEA GO ELLE E iE 
fice iE 

ap | p) -A3 bpd fu) (m1 2 m 

(4H Ej K (8$, 50, = mi 7 (b —a)). 
如 果 这 联 立 -卖方 程 的 系数 所 作 的 行列 式 
| IA he 0009 


PO m TUI 
— Àó Ra +... "+m I— Aë £,, 
Āu Eg 


- # 1 a 
-i-9 e betur Um T— "n 
不 为 0 的 新 , 则 (可 解 而 有 

p(s) — D, Q)7 3] D. (so s) (D8. 


此 地 D, (, 办 为 D, CO rh 3P-P 4e by BAUR AS AE ERH-Y- (cofactor), f 
出 上 面 的 解 ， 到 当 noo 时 的 极限 用 来 作为 (D R, 


8 ijj 


158 HIE 抽 条 的 积 入 方程 式 零 (Riear-Schauder x25) 
WH, Fredholm 完全 解决 了 D 的 求解 问题 ， 包 括 DaO) —0 的 
情况 在 上 内。 

HART Fredholm fgg SC E15, Hilbert 合作 如 下 的 考 矶 ， 
Enix ique) 7g Lala, DORATA ER, H eG), K Ge y) 


RTRT {pehy Fourier 展开 式 分 别 为 


pO) ~ Soga), 
K (s, y) 33 kupla) pU), 


Fæ) - 3 fw), 
RUEDA ZERLGDO JEXEREPRUI qi (o) 的 系数 , 就 得 到 关于 未 知 数 
64 (€ —1, 2, e) Bx BRUBEYE-— 2c Jp RELEH 
(iii) oA D go; f, (=L, 2, e) 


JGSRAEBLADHJ Pu, f. 或 未 知 的 o 由 于 它们 是 Fourier 系数 , 满 
E 


ihi diain 


2 | 5 |* eo, > | fi]? oo, 2; | 全 | ee， 


MRE f= (fo fn D 及 矢量 e (s 0s) RAFT C). ER 
Jy di Behiwarz 不 等 起 有 


| XO |? el "E TELS al 
x 。 
22 | <2 24 hw 2i lei 
- 2x a 
< tezi (2 lkal loo, 
所 二 由 
E= (05, 03, -)o5K«-( 3 Kit, Zi 12; 05, e) 


ENTAH 到 C 内 的 有 界 加 尘 算 子 环 ， 六 此 # DS BE! 
HBH RE 


$42 Z- S RE | 1598 
(ii!) (005 e—ÀKao- f 
而 求 矢量 o 是 等 价 的 。 这 样 一 水 ,就 开始 有 了 Hilbert ZEE — (a) 
Br moa SWIESCT IUS S. 
HEERE T-BRRIEAS POFA RA 190) ), 直接 由 


(iv) g (m) -»KApo(m) 一 | K (v, y) p (g) dy 


4E X. MA ITE K Gn, PARTE am ibi ED ES Cx [80 Pg a5 
(i) 9 AK p-—f 
ERRE v AES AEBk, ECT OK AHE 
Ole, b RS SEL C fa, 站 内 的 ; 也 本 以 是 招 La (a, b) IRR] ata, 
OREI RRES, REAT Banach AW X 中 的 有 界 加 法 
ECT € H/E put 2 fee e BE mus ec-X fon 
一 般 的 问题 就 可 以 了 。 再 者 , 即 合 五 PE la SERIE K (e, y) dne 
(iv) PEA HPR iEn F. Riess 910 J. Sehatuder 和 所 
指出 和风 ,只 要 假定 区 具有 当 它 为 积 和 分 算 子 捕 形 所 对 出 的 “KK K 
RESPE” WRG, 所 有 Fredholm 关于 (D 所 得 的 各 个 精 困 都 可 原 圭 
A3 ME] B GO 的 情形 。 | 
在 本 讲义 里 , 我 从 将 侠 妥 [pcrepHEE 和 Co6oxon 8 , Mg Y 
AR ala, 全 或 Ole, b] 那样 < 具有 基底 的 Banach 实物 * 有 时 , (i 
THARA IRIA, MERES oH XE du Banach 
ZEB Riesz H intet Schauder p Æo 


2429 FAAET 
TERJE M Banach 空间 X. 到 Banach eii X4 内 的 加 法 


© Über lineara Funktionalglaichungen, Acta. Math, 41 COIF), 71~ 9S. 

© Uber lineare wollsteiigpe Funktionaloperationen, Stud. Meath., 2 
(1980), 183—196. 

e cubus xp DE Eum DECR OE dr, 


a" 
T e 1 t. i ooo A. 


A ll. . -— +a 0c T 00. 


160 $8 lO xt 抽 音 的 积 护 方程式 酮 (Riesz-Scehander Eia) 


ATK, 当 宅 满足 如 下 的 条 件 时 称 为 全 这 烤 的 : 
X 的 任 一 有 界 点 烈 (5), B0 X 中 的 使 (1) 为 | 
有 和 界 数 列 的 这 种 点 列 (5) , ART E JE BUG B 
Bee Ee) 含有 在 X« p clics FA , 
EROS GU EE EA T ME em i 15707 TE 
是 有 界 算 子 , HEU RUNIISCE-UK ERREN, Da (a, 0) 及 
C (a, b) rni ma EDS E ORE BE BAM, 
$3MBW-FS DII iE K(,y)dkE—oocaxc,qgyxb«oo 
LER, 那么 把 O[c, RRB Cia, RAAT, 


EM 合 Kopla) | Ea, y) p (y) dy Ye) , Apr Schwarz 
不 等 式 
I) 3s f Ew, y) Ld D Lo) idu, 
|W Cm) — h (za) f? 
000 O S| E GS 9) -E (ss y) ly:| lp) dn. 
ATH] pal sup o. (0) ERR, Ds (o) =E p, (0) REAR: 
sup [Us (s) | «ceo, 
HERRA: | 
Wm sup, sl bn (Za) = Wa Ca) | = 
AUE dixi 6.5, A) 的 子 列 lire Gr) E aab -E—- S ice 
SXONDACERSDID wE K (n, y) 在 oLan, ysb oo 
上 可 测 , 且 


| | iE Gs y) Pda dy coo, (42.1) 
382. 38 Lala, b)BEBRES] Dio, 5) 的 积分 算 子 是 全 连续 的 。 
KESA- 按 Lebesgue 积分 的 定义 ,存在 连 往 丽 数列 {Kw,9)}， 
h fè * 
使 得 lim | | Kæ, y). -Ew y) [d dy— 0. 因为 Crc, 下 中 


— 
" m 


$42 zx UE MEE 161 


haoc SEC Da (a, 5) ri faille Ac, idc pl 1 t K, Gn. V) 所 定 
义 的 各 分 算 子 E, EAMAN., Bid Schwarz 不 等 式 与 BFubini- 
Tonelli 定理 有 


iac korr PL Ores WD — Kus o Godu| de 
e; a |K (2, 30 — K (æ, y) |*do dy, 


II 


FÆ lim |K —K,|—0, RERE K Pu REPE, Belo. XPE 
JA, 由 于 每 个 算 子 AR. HAE, RULRDGE ÉD Hr IH 
ipi hI Agr, ETE 
Jim Kap. (m =- 1, 2, =) 
三 在 ,但 对 于 任意 的 87-0, 
Kpr- Kpr Kg Kon + |E npr- Kur] 
Kap Kyl 
SE — Kalol pnw] + |E mpr K mpri 
+lEa- Kl lerh. 
上 式 右边 第 工 项 及 第 8 项 ,由 于 {gsj} 有 界 与 lim | K — Kal 70, 
对 于 充分 大 的 mckEEE e. SARME mi, 右边 第 2 项 对 于 充 
ABS n^, P. 也 e. MESTAR n, 3. Eo Kol 
sg. | | 
PAMETNO [EI E" pE AR, WA Hilbert 
空间 D (61) 38] HO NEm 2 CY KC JE F AF, BU 
XUF3jeRHKEauCeu 0C —qX.ocHQ RH, (42.2) 
HK X EGO. | | 
BERA (SE 1 E) m oni BASERASOH (p. (20 HAE erli 


€) 55776516 HbA, 
O WE KRES.) , HE 0167 ,并 作为 DAARTEEN 


ie? Sior MSRMIBUS NERA Crees-Schauder sif) 
(v1, 2, -). XB p, 的 Fourier 变换 
T, (E) So, (一 | o, (0) exp (722 sT 1a- Ode 


(«£33 e£). 
由 Schwarz RERA 


18,05 [P |, lexp C2 S/ 7-8) da" |o, [402 


x], de Dosis | d toits f, as, 
KERA HO, OJEE ERI, UIS os 102282, Horto Ri tea 
6.4, BURHAN TA p), AED P Ape E, exp (一 2 
TLo-£) oio 的 面 数 时 属于 HIS CR) , e | 
KIMRA d, (0) — |. pv G)exp (722 V Ta | 
对 于 一 切 的 都 收敛 


(49:8) 
TRU (42.2) R (17.2), 17.7) 


|K pp- Kopp li = |E (pr pu) lsc] po pyuh 
-0 S} |DO (pp pp) |è QUO prit Aat Dat 
ef 
=C D [Depr pw) ie 
IPE 


-U X | fT Gs VIDE OF 


ie «nj 

-e x E À (2a STIE)" (Dy (E) -Du (E) l d£, 
对 于 光 分 大 的 正 数 "， 必 有 正 数 o ER o 
I| Oa VITE DE -Duel d£ 


e zi T 


ps ^, 18181900 —0, (D lage 
右边 第 工 项 , 由 于 (42.8), 24 ^oc, -co 时 ->0。 双 利用 


^ 
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ATDA UT.) , BAER os 使 得 右边 第 2 项 
< Cor) (ejos C) — m D [e$ 


« Oort] EJE Dy lE) = BE) [d£ 

s Oe ss D [DO (pu — pu) () [t 

~ Ont S) ED (py pu) @ l 

< Orear Lo, — pu ji < 4O ar 
BP jeA,3 eco MUENCECTOO. RRERET dim [Ko,— 
K 9,1: 70. `. 

(5 2BD B HL R)rh BEA (9,00) WE (pa) jesi 
(v—1,2,--) ,对 于 每 个 入 ,选取 o, C O7 CR) 使 [9,— 0 liv. 
BUF lose losa 34-2712, SE 1 BITMREB EE 
Hb (o, (2)) E lim [Ko,—Ko,l.-0, Air 

|.K 9, — E ool 
x [Kg9,-—Eo,]h-4|Ko,»—4Ev, x 
+K Er 
s; ley pelt 1X pr Kol 
FE Ion les 
EH Hm LE 9, —- Ko, ls 0, EE p 


543 有 基底 的 Banach ZERrnit eR 9 - 


在 本 章 打 我 们 专门 讨 洽 有 基底 的 Banach 空间 , 正如 在 8 18 

所 定义 多 那样 , Banaoh 空间 X 时 做 有 基底 的 是 指 在 瑟 中 可 以 

适当 地 选取 X 拘 可 数 个 元 到 6n 02 co. 使 得 了 的 任 一 元 素 = 8B 
异常 数 we) 唯一 - 开 表 示 成 

qi sm > C; (oja =S REDI (48.1) 


164 $5170 3€ HAEHAA RES da (Bilesz-Schauder 5844 


aX Son BE — HERI DOE THEESE B a, 8,， 成 并 着 | 
e, Cat -+ 8g) —ad (i) + Ba), (48.2) 


从 而 由 
l Dog 一 他 CL e Ho—slim 2j alae, (43,8) 
T= 113658 =I 


EI AX SA AEEA T Day H, 时 对 于 这 卫 个 算 子 Dn» f, 
FIBI BydE acsi 8 REA A 8 46) 成 立 。 

定理 10.1 加 法 泛 图 cz) (i 一 1, 2, …) 是 过 种 的 , M o Go) 
EXN | 
系 1 (pu fA) CX* HERE Medea | 

fæ) lm S G)feMesfe ^ (484) 

MERE od f GO PIER (43. 1) RAN 

f (à) =lim f (Bota) lim $ ale)fn fife. 
RFA D 4r 2-6, 得 


1 :45:2—7j 
C (65) -ày-] dt (43.5) 


0 254555, 
由 此 全 可 知 表示 的 唯一 性 。 | 
SEC wu. 在 {43.4) XE Xr Srt ng X* 的 基底 ，{fe 与 fo gk 
(43.5) EPAER, X. FER OV XX IE SE R, 


上 par 2 eu E. yT, EL 
. .| aup |&.] OG, sup [BL «oc, (48. 6) 
MEE ”因为 Se 3) o(o)e ERRAT, 出 (48.1) 与 共鸣 定 
BR($.2) f sup[S,|«eo. mrs 
Hor] lo 5] x [o] sup [Sa] iol 
Bp 
sup | E, | < 1-- sup [S | «ee, 
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定理 10.2. X 4 X PJHSAXESS IT K Ew tE TÆ 
“LPARAM” (almost finiie dimensional), BI F ££ EE FJ 
£220, 总 可 确定 有 上限 杀 的 子 空间 AX., HKE 直达 成形 加 

K=Kit+Ks 

的 有 界 加 法 算 子 的 和 ,使 1 Ks! soe, mj Kg X RR X 

REHA ”对 于 尾 意 的 正 整数 n, 分 

Kv-- y S. fag S Ks RES -— KK, 

K,- S, K X Bie UBI dua sus PRATA BRER TE IH) Xu, I 
Bt RRHH n yESRAOM Kar RA 的 范 数 s Bpul, CEDAT: 

由 于 下 WAER, X 的 单位 球 S= (e; ]e] D REXERCT- 
K 作用 后 所 得 出 的 KS (Ko; |e sl JE RCNH A (totally 
bounded) 的 ,也 就 是 诅 ， 

PARERS >O, 芒 可 适当 地 选取 A5 中 的 有 限 

个 成 Sas Ya tr. Yms 恒 得 对 于 任意 的 "t (43.7) 

yE KB 有 inf [g—gi x8. 
IE AuxXAUROMOLEB. SD TOES 970, 将 可 选 出 无 限 列 {ys 
GKS W dw—ui-3(0-2, Mf n BSEETI ESI S RT 2. 
fu A HEERE. 

o0 RER TEES $c S, Tm Kay, 957. 
EE sz] = Rgl = iy-—Swxlv-—s-ivy-Swvl 
sx [y 25] t Suy; Sg e RT 
EXE sup [Sui ly — 94 Flea. 

£22 98138 F(48. 7), 当 适 当地 选取 jm Br x CL-H-sup[s. 8, 
右边 第 3 JR ONE CRIT y; — 1,2, o, m), 34 noo 时 都 
0 {由 (43.1))。 因 此 只 要 取 SG>0 充 分 小 双 取 如 充分 大 ,就 有 
(Ks x, | 


166 WIR HERRAT ReniniessSchauder Hia) 


$44 由 抽象 积分 方程 v- Ex =y 到 联 立 一 次 方程 的 转换 


可 K WMR GENER Banach ZA X m3 X HAERA T, 
"NOM B Au yCcX gc", A 
c—ERKr— y. (44.1) 
f—-K'f-g (44. 25 
MRE AEJfc.oX'B&agm a. BRRR ID Are JERE 
Jr fà (44.20) $E20 E32 R, BE K 为 积分 算 子 
(K-a) (E) =| 166, ma dn, 
IE A 为 由 EE, n) BR E (transposed kernel) K* (E, 9) 
=K (Th e 所 造成 的 形 加 
(GC) =| Ks 6 dn 
的 算 子 这 一 情形 的 抽象 化 。 (44 .1) — (44. 2) RTI ERES EN R 
Eiki hFE 
(第 工段) RM1.2 mig e> 0, 2 17-57 0, 8U(I — K a) 
ROCESROUXTU—E, WEAF: 
考虑 Neumann MA | 
I-+HKat Kit Kito, (44.8) 
时， 
| X Ke| < $ ixis SIE 
s (ġe) 
FER aoo 而 —0, JAmim X 的 完备 性 ， 
2 Kis =s-lim X Kíc— Kb» 


Bux X. Ki HARTER E du Jb S xg d (821) SRón, 3X 


444 diiiddidi 8 e 并 sy mur 5 RSS. 167 
下 3 一 人 一 下 有 一 的 事实 本 由 
(I— E83 EK: =K —-Ka)= 2 Kir K= 


FPH 
H-E) — Aa A RRA OX AE BORG D R 
' (I—KQgs—Kq-—39, 


dH 
(I—K,m-z, Mi e= (一 其 7m (44.4) 


时 得 
m-ki — Ka) 7m — y, (44. T^) 
PUB v Fg a. BIRI (44.4) , fg (44. 1) 3E c EIER (A4. 1) SR m ES 
rS FEHSECT 
L=K,( -Ka (44.5) 
和 K, 一 样 , 是 将 X RA {ahera EATE RAE T AEn 
BY A RHENE E o 
HF K*=(Ki tKa = Kit E?:, HEH 5.5, [K3] - |E a! 
xe, 可 知 和 上 面 一 样 , OEDD QUO JE dp de H8. 将 
(44.2) Ej c | 
Ut Kf -KiF =g, 
HE (I —K2) 7 EATA, 4 
f- -KDK = U*-K pg, - (44.2 
容易 知道 | ! 
L*= (Ki -E9 = (UE) Dhl EK) Ki, 
Edi, n (44.2) 4p fg (44. 27) wf "po 
-f= g$-—-E07g. (44.27 
(RE 2BD ux 
Le; = > Irex ~— Slim > briks (44.0) 


168 第 10xe AFRA Bist ia Riesz-Schauder IfA) - 
385 2. . HH P L ANETHE, 对 于 t 一 之 C, (74) 6 = s-lim 24 €; (21) e 有 
Lg, — g-]im L: $ Ci (m) E s-him > e (3) Le; 
. tł ; . + 
—s-Ium 2i C: UD) ( s-lim 2i T . 
535—- Z7 HI , BT Le, 局 于 AX us 有 | 
Le, hu > C. (Lay) DE | 
GRÉ cn fg o (Ln) 0, EEF o, (2) WENEH (48.5), 
e, (Lo) lim e, (3 CC) (s-lim S Elk ) 
me i—1 t= f=:l1 
"m " 上 
-lim [Soe fim seco 有 
"um 24 Cr (24) 04, 
因此 
3 sn hF lim 26 (2435, — 0, 
4h s 64, 利用 :43. 四 便 得 下 面 的 精 果 : 


Ju. h (44 .6) gg S AG REXB E (LO 的 话 ， | (44.7) 
3b z. 2 8— Ihr, 5.70 (à -- 1, 2 e), | P 
从 而 | 
Lg, ~ > (5 bac (8) ) es. (44 : B) 
于 是 用 坐标 来 表示 和 (dd 10 Bre 
| s-Ln-y(-3604) (447 
HERA AC BRE AE 


r Ce r4) — Dl ue Gi) = ts (ap) (2 L, 2 eJ, (44.1) 
MEER ISe p, Èh yie) = pie). i 
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f-Mefe e-Mes(e, 
HU H (44. 8) fj 

fs) 2 ( Slao (w) ) Flo), 

Fa) - e(a) - 3 eG) e (0). 
在 此 分 “一 er 利用 (43. 本 得 到 

È ufe) =p le), (44.9) 

FARR (44.2) AR (44. 27) HARRERA 
fe È ufe 9) (jl, 2) Ag 
等 价 。 | 
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把 (44.1"") 5 (44.2) HAARR, dh TF (44. , pE 
(44.1) 是 和 | | - 
6s (01) — 2 ban mg) =ġ Qn) ($71, 2, '， n) "| (45.1) 
C (23) —e (y) (s—n-r1, n--2, D 
等 价 的 ， 多 此 sant d 的 eL (i) 立刻 可 以 求 出 来 。 将 它们 代入 
{45,1) 中 :多 第 一 式 得 到 
Ca {D1) -> Li (m) -06 0) + PH bby ”) (45.2) 
(8—1, Z2, ee n), l 
Anhe SEH (45.2) 而 求 得 Cs (04) =l, 2, ey m) Hen. HbA. (44.1) 
RERET 
H, Y (44. 27) 只 需 先 解 
Fe- È use) =ne) jl, 9, (5.2) 


170 Hik ” 抽 和 旭 的 积 芬 方程 式 鸡 (Biesz-9chatder 248) 
RH Fe) (j-21, 2, —, ), SSH E PIOS CEA, VER 
fie) p> Us f 十 有 (站 | (45.8) 


Rk fle (3-—n-4-1, n--2, OF Y, 

可 是 作 (45.25 EAA 0 BEBE Ear vk UE BS AR e 
(45.2 AAA 0 BS EYE— DOR ISCRUC SE ER AB F BE ER S53 4H 
相交 换 的 关系 ,因此 ,由 关于 联 立 一 次 方程 的 熟知 精 果 得 到 

(人 D《〈45. 色 对 于 任意 和 烙 定 的 右边 唯一 地 可 解 的 充 要 条 人 性 为 
(45 .2) 对 了 任意 共 定 的 右边 唯一 地 可 解 。 这 是 因为 这 个 条 件 等 
价 竹 方程 系数 所 作 行 烈 武人 i=l, 2, e, nn) 不 为 0: 

det (0, — #0, 
AHENPERLSO T SD 0 nr 2x P E BR cim) = Ca (24) = 
6,5) =0, F) —f eD m= m fie) 一 0 以 外 不 存在 其 他 的 解 。 

(1D) 根据 上 面 , WR (5. DAAA 0 fige HF ROB e 
U BER e (0) =l, 2, ^, m) BRE, 3:52. (45. 2 ) 453535 0 的 并 次 
FELRE TREH O BE Fe (3-71, 2, 5, m). XXIX P8 ERE 
mE PEE BHIHEBON TE (45. 2) TIEF. (45.20 是 相同 的 。 双 这 时 
IRAR (45.2) n BEDS SEE PETS. d (45.2) pan ERS X 
E 

(s a nh Wa tm) ho(y) (45.4) 


Fife (45.27) t 4E Dl O 所 得 的 一 切 解 作成 的 关 量 

(es Feo s je 

YEAR: | 
全 v. fie) 一 个 。 (46.5) 


T3 EI EBT IST rS] i. 235 B (44.1) , (44.2) ,使 可 将 Riesz- 
Schauder HiME eco Aur F : 
EXP 10.3 (Riesz-Sochauder) gi K X; BE HE t Banach 
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ZENUX SX AKRIRAT: 0) (44.1) APEE yC.X dE 
AX WIME—BEHLEEDSTORZK HA (44.2) 对 于 任意 的 yc XIEX 
PjPE-—HEnISR, (ii) ET UZETIERUDII29 0 的 齐 次 方程 内 有 2 一 0 
及 了 =0 的 解 是 等 价 的 。 人 (44.1) 右 过 为 0 的 齐 突 方程 的 解 中 
本 性 法 立 解 的 个 数 和 (各 .23) 石 这 为 0 BAR ER E ER EAR 
解 的 个 数 荐 一致 的 。 GOAT EN y, (44.1) RI RRE ZR PIE 
FFF (44.283129 0 ARARE gir EE f. fiy) -0 xx 
Mo . 

征明 (D) Gii) 根据 上 而 的 讨 址 几乎 是 显然 的 ,所 以 只 需 对 
(1v) REALES], B 55,H 

p—Rmr—y, f—KEK'f-—Ü 

得 JG) = fiv— ia) = f(s) — CK* f) (的 一 :0, Did PESE 
WHH» 

其 次 让 Gv) PudRfbRuJGAMBE. fX; 了 一 下 "了 一 0 的 和 解 和 上 为 
F 一 天 一 0 的 解 是 等 价 的 ， Le Kz—y 可 解 和 22 La = y 可 解 
也 是 等 价 的 。 因 此 上 刘 的 称 件 就 和 对 于 | 


Fie) 一 E hi f 6) =Ü (37-1, 2, ve] 
的 解放 en) (j—1, 2, MEE 
fæ) — 33 e (2) f (e) 
l - e; (m) f Cey) t e; o) (3 hif (ej) ) 
b, 
FG) - 31e Gf Ò ean (Bf (6) ) -0 
成 立 是 等 价 的 。 由 于 最 后 这 条 件 等 价 于 (45. 下 ,页 如 在 (TD 的 来 


段 所 述 ， 它 音 味 着 (48.2) 可 解 , ARRESE a-la =y, 从 而 
“w= uff. 


di 


i72 $6 103k 挡 象 的 积分 方程 式 论 (Bipsz-Sehatier MiA) 


wŒ 1 ERiesz-Sebander B'BEpR, BETR t XCEE RAPERE E EEN 
xt FUSE EO FEL EAERI E mi^ E HI ERE, -A in Re SURE È 
Eg “几乎 有 限 帮 ?性 尽 营 清楚 地 显示 负 来 ， pA BB EI Eiki B A 
B, 如 象 往 2 所 了 未 一 样 ， 也 提示 了 如 何 将 和 烙 冠 的 积分 太吉 转换 成 联 让 一 葡 广 
程 而 具体 来 解 积 分 方程 的 方法 ,从 而 有 其 实用 的 意义 。 

EA 当下 为 由 下 (vw, 的 作出 的 积分 算 子 时 ， 虽 然 从 表面 上 看 着 不 出 现 
基底 ; TE TERR RE LAAG, Arm Arit .docTep- 
uik-CoOoden 的 方法 正 是 将 该 个 方法 ——— XE E. Sebmidt 提出 的 一 一 
—Et T R3. ` J 

Wa 5EPIHE Eo, 5] EXXTEMOLUSSESSEN AT 
daks) y als), ey O48) Aa (4) ? Bs OGF "ts P.C) 
使 满足 条 件 


jJ. LE Gs t) - 3 a, (8) 8C) |3ds di <l, 
各 果 在 这里 全 
Ky(s, DH —K G, 2 - 222,0) 8,0) -K G, D-E D, | 


354. , SEP dE Ku, 0 TEIL IAE CE Ku IE HERF 
(I-K) 1—L-—I--Ig Neumann Ak 

L-(I-K3) -Id4tK,-KERIAKiA4--—I-D 
fa IH IB 


(9 6 | EPG oO 


rs 
KP is, È) J Ey Ds, wW) K aiti, t) du, 
ko ts, 3) —Ka(s, t). 


O LB TEIPISIGU/R M Em. TUB: AR (3D, 1140126. iA 5— 
zi 3. 

© EE: PATEA A), 121 页 殿后 。 

tib Zur Theorie der linearen wnd nicht Jinearen Intogralgleichungen, 
Math. Ann., 84 (10075, 161 页 及 后 。 
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Jig e—4 c—9y, PEI 5—K4—EKQ--—y ARR o 
thr R= (Ty, 
jy n | 


e) -yG) e | TG, ny Cr) dr 


+ o, (a. G) e[ TG, r)a,(r)dr ), | 


ps = 8, (0 (0d. 


把 这 个 cis, fX Pn Fd V XB ARE HEART" 未 知 数 Pais ^. Pn ps5 x 
好 一 次 方程 | 


e. 2. o| | os (98. (s+ f £'(s, r)a,Cr) 8, G) dm ds | 
| b (^ - 
/| (8j rir dB dr WOd (51,2, m 


的 语 , 便 算得 到 了 解 ef 同样 ,求解 方程 
] J—KER'f-pg, K* (T, y) — Ky, m) i 
BIURUSE HET ak pis ttt. pn BS Yr—20) 


oÈ p| os Dut Tr, DaB edr d | 


=| (a) +| TG, r)a, (dr ) g (s)de (mi, 9, e m), 


T | 
F6 -s0 +| re oscar 3 e (5.0 


二 | ri Dear) 


而 求 f( 四 这 两 者 是 等 价 的 。 由 决定 o Rkir rE 
TEXBER ES E p' 的 联 立 齐 一 次 方程 的 凶 数 所 作 短 障 显然 互 为 
交换 行 与 列 的 转 攻 短 障 。 惠 用 这 一 事实 ,和 得 到 定理 10.3 过 程 一 


174 *103&k HERRA Rd Biess-Sohauder Hii 
样 ,可 以 证 明 Fredholm WMR., . 


146 根据 Banaoh 可 涝 定理 的 宏 理 10.1 的 证 明 


首先 ,为 叙述 Baire-Hausdorff 定理 作 淮 备 。 

5 —iidknoxE X AMARESA X 中 的 子 集 。 如 果 将 于 
的 一 切 点 列 的 极限 点 添加 于 M. 后 所 得 的 策 合 MORES M W 
Han 与 互 一 致 ,就 称 到 在 并 AAR, cu X — M^dk X PRIMER: 
f M X X FR (non-dense) fk, X WTI A, PE B SEXO S8 
多 可 数 个 GU X A) 杖 集 的 和 集 时 ; 称 为 (在 工 P0) 8 — PRIOR 
(set of first category), Hak X 上 的 至 多 可 数 的 虚 集 便 是 
E X 内 的 第 一 萌 的 集 。 这 是 因为 X LAERE X A 
MHE. | 

定理 10.4 (Baire-Hausdorít)  SE4&ByggB Ea zE HIR e M — 3 
40, | 

征明 M, (n-1,2, -)J BR, 4 X U M. HORE 
XEXRHITUS. BE M YE, de X — M1 (Jk X Aae BOY 
PH 4E M3 bad AE ROT AR A EX — M? 包 售 一 个 宇 笃 INS MP 
K ,9 (TAREN oo X dSEET E CECI, f 
ERRUN X -M 包 合 一 个 舍 于 下 1 之 中 的 第 笃 1/2 
球 Ka RREFEN AHERE < 二 的 半球 KC, 的 列 CC.) OE 

KK e22 H. E, MTAA, 

SK. PEN vu, 3552.24 n>m Bb, c, € K,, mi dis (z,, &,) 

x. 从 而 由 X BysESPEE.TETESCO 使 lim dis (2, $4) —0, 在 


dis (2, 24) < dis (4, La) + dis (Lr, 二 dis (S, zs) 2-73 (7 m) 


el 


O (在 王座) 水 是 第 一 移 的 第 也 称 为 (奉节 POSSITIS AS. — RR 
6 当 7>0 时 称 第 [rc X; dis (z, 46) 7] Jg El vo Ei., ree, 


846 根据 Banach wjsitdeese 30.1 的 性 明 15 
中 , 合 noo 得 dis (8, m) x —, 亦 即 5E (| Ks. fb 
sE L) M, 与 X - 1) Ma 矛盾 。 


VEO “实数 至 体 所 作 的 集合 不 是 可 数 的 ”"， 这 个 所 襄 Cantor RAE IRE 
上 上面 定理 的 特殊 请 形 , 这 是 因为 实数 全 你 按 距 离 dis (0, 30 — [+ 一 如是 完备 
BERGE o 


由 定理 10.4 就 可 以 证 戎 Banach 的 可 族 定 理 ; 这 就 是 

定理 10.5 (Banach) WBM Banach 空间 X; 到 Banach 
Zey X. 内 的 有 界 加 法 算 子 了 将 莹 1 eR A E, 
ZART T- EER, 

ERREAREN I8. A ERER eM 10.1,- 

定理 10.1 D'OKERH AE SUR] a= {ahea HP TF AX 的 其 


RE (e 能 合 slim D) ae CX 存在 的 这 种 数列 a= (ad 的 一体 
X; 

yat 05 — y £a. p O18, 

lel Had E—sup {$ ae]. 
icd x I MLH 站 ;是 完备 的 。 SC REDE : ARX Bs 

(ax, a= (01? | a$?, a$?, ---) 
满足 Cauchy We ji 4 £k B9 88, 那么 对 于 任意 的 s>0,， 可 确定 
m=mole), 使 得 | 
34 m, kamols) br, -3-— Uli'in, 


p (a1? — a1?) & MOLDE | 
Mj m, Eom (o) I, HESP— Df n AT 
at" — af"), < [33 (af afe |] e 123 Gai mana 


«A5, 


(46.1) 
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于 是 ,由 于 

Mim. blma(s)hb.lof"—oj9|-2s-le,l7  (n—1,2, e), 
对 于 n=l, 2, 0. 必 存 在 有 限 的 om 一 lim os? 在 (46.1) 中 合 
k—co, An n 


M nm) B, IS Ga le (o1, 2, 9. 


(46.2) 
WE, 234 m mots) 时 ,得 


> afe, — 3: aihe | Xu 5 ae afe, HAE, 
而 由 于 Slim Saroe EAX 的 存在 ， 
| 2 ain $ ate, | <22 (p—1, 2, =), 
H-on 1-1 
因为 s>0 ERI, HEBEL T sim S aa E X EAE, Js B 
a= (of) Xa, IA (46.2) 还 有 lim jen 一 oo 一 0, 这 样 X, 的 


完备 性 就 算 证 明了 o 
现在 作 第 了 于 了 如 下 ;对 于 每 个 4 二 {ov} CX Ta3J 


gp — 2 CE, = 9- lim > aoEX, ` 


Kusg-r- T x8 Banach 空间 X ,-—»--Hhi R 33 Banach Ze Bj X, 
而 县 由 于 


ITa| = [æj < sop S ae] = lal 
T 是 建 籍 的 。 因 此 依 定 理 10.5, T— 1 (T-!z — a) A JS SERRE, 
从 而 对 于 s=5 ec (a) e Sim $ e (e ) e, 得 
le Gods | s Ge] [Sce] 
(0 «ssy| Sowa] x2 oM 2), 


$46 根据 Banach "pueEubS 10.3 的 证 而 007 
fi [eim s«2]7z]|-f«l 7«2[a] [7pm]. RXEEJESRHS 
haie us es (n) REED ES H 

定理 10.5 的 本 了 明 (160 Au $ AM Banach ZE [8j X: 33] 
Banach ÆW X RARER MERT TH X RRA X k, MA 
对 于 任意 的 sz0 可 确定 9(8) 0, 使 得 X BSPSE GE: Jelse 
Er Y^ T BRNS Ju HORN A Dv; else EX Baz Qu: fol 
«n(e)) 内 黎 帘 。 证 明和 如 下 : EG. {0 |e] «27 ne) Bait xr T We 
MERRY Hn 302. dr URS X -TXoH X= C) Hu. 因为 . 
互 是 完备 的 , 故 依 定理 10.4 yA Hu, 的 天 包 H, 包含 互 的 
一 个 闲 球 上 ,,, E Ky HS] FP O2 Top, 和 半径 为 Too , A, HB 
HE 豆 i. 亦 必 包 合 中 心 为 vo, ERA mo 的 半球 IK, RERA H 
E ES 加 为 中 心 ， 9 为 军 径 的 于 球 五 1 5ES EDT Ki p, ER 

o= Feo WEG, 
352. , RAR TER 2E E REW 970, aN o BE 
=T, eEG E [2—z|«8, 
所 以 得 到 
F (mae) =y, yo t = yost — 2), 

lep- r aesa, hylsa, |2—2 1 
H 60 是 任 章 的 ， HUY E Ki -上 变动 时 , y= RHE 
X 的 球 lyfjanna 中 各 点 ; 故 车 果 是 X. 的 球 zj «o posit T ih 
照 后 的 象 在 并 的 球 Iyl «n (o) 因 稠密 。 

(第 2 段 ) 由 第 1 段 , 对 于 s=2s HIRE n (60 适合 
TR7^ 74.1 H. tim =Ü, 

id X5 RR |o] «276 Bit ik T WR SEE EE 的 象 在 互 的 球 
lg] «o RAME, AmE |y] mà. 这 样 的 yE X h, 总 可 确定 如 
HE ly yl 2 R. 及 一 Toy alst, EA RFEA 
确定 Yar gs, cc € X 使 


一 一 一 一 mr 


173 FIE HEHA Aga (Blesz-Schauder 8823) 
jy 一 D Yml < Ya Yn — T 44, |n, | <28 
E, 但 因 mc EIE 
| 
fa- al<] gals 


820 doo) 


Dn 


HT X EAE, vas Jim ES C X1 RHE, le] «26 if H. 
出 于 ~ HERE, 


T'z— s-lim T (= 2 c aa < $ Twn —s-lim $ 9,—99. 


E ”由 于 面 的 证 朋 可 扒 知 以 下 了 的 事实 ?如 果 全 是 从 Banach 空间 X, E 
Banach 宏章 X RREA IMEET HI Xdmid T WURUSPUAR DX. UH X 
一 狼 , 或 者 足下 的 第 一 换 的 策 , 这 称 为 Banaebh 的 值 域 定 理 。 我 们 知道 Kin 
ME Hilbert ZH L5 (n) BRE] 2a C2) PERPE IDHEDEHE T Jh n EAR CH di 
出 的 T 将 15 (0). SERE XEM HBIBURGE] a) 上 (det G) 00, BARRE 
lj (n) ARER n ETARE (det (ty) =0 的 情形 ) 。 在 前 一 情形 下 ,工具 
"ih 04) 7 RARA T, WERE BUR E B IEEE RE EAR CI CE 
EARME Banach ARAPE | 


$47 SEU TRU rti) 3h 


BikDUT —4-g SUOgot fil ten hr LP Ae BERE OX. dg Jn dis A 
FT, SOWPaCX,e40 EDEN 

w= ha (47.1) 

时 , 称 》 为 下 的 一 个 特征 值 (eigenvalue) ,2 称 为 相应 于 这 个 特征 

ARARE., HFEA ECT. mE ERAS 

GEEAE PH (RAE ROB GE GE A EO N BREE 

JRT EA PRAE, 特别 是 Hilbert ze X rh tse 


€ UTREE T! FÉ, KEARE: Uu ybemh. Ty] = jejee, 
ERARIS Y T ERE, S EE 


- "T 


CEET TELANTEEN To — 


FAHRER, BARETA EBEIEZUSERULSA nue 
Bj, £834 J. von Neumann 3f—3b E B&7)53029 Et 292€ 988 


了 数学 的 基 珊 。 关 于 Neumann 的 研究 将 在 第 Ii 章 讲 进 , 在 本 节 


只 讨 王 全 过 粳 算 子 特征 慎 的 分 布 。 讲 了 这 个 以 后 , Fredholm x8 
e yid BS ABE TECTA o 

SESB 10.6 (F. Ries) Au HR BATEZEDU X WATER S EX 
T—33c,3855 2,58 P FECI 670, fETE OC X INDE. 


[el —1, dis (S, $) 0 =inf lesia e, 
i 


EA Ei X 中 不 属于 六 的 一 点 y. EFS 是 于 第 ,必然 

a—dis(y, 8) 0, AmE S PEER 
ax zi sett-FsCi— 27) 
PUER z. d 2, — (y —2) / [y —21, REL 1o] 1, HOM-FP— BIS 2€ 5, 
[2,2] —[g—21 ^*19—2—2-]g—71l]. | 
Br 2, «C5, ste 1g —z| LER FIBI] S, 所 以 
le, -el 2» lg —2) 3 az» (1-- 6 (1 — 8) 291 —1— e, 

Xd Xn d HEYO EID X 的 除 子 空 半 的 有 有限 个 或 可 数 个 的 
Jj (Ea EQRES: 有时 必 存 在 点 列 
{7 满足 | 


y,€ E, |y] -1, dis Wan Bo) > (12,7), (47.2) 


证 朋 HH EB. r/3 Sis Voss "t'y Na EL RA ,3HS LA 
| Hras, EL= X, 8-271, 
出 由 上 商定 理 所 得 的 n, BT RIED y. 
x 9 典范 空间 X YARMA O9 RE A PEE: OX 的 单 使 球 
Q disin, SÆR n 与 的 距离 。 


O RER, EERIE KAJ 24, 39, 7e, 24€ X. f X BufE— a n S8 2 
Ei. 603. En AEA zoe. 


180 fi i0Xxt dump SA CRIesz-Schauder MgA) 


is; js] s GARAR. j 

枉 明 ” 必 事 性 是 显然 的 。 这 是 因为 ,由 定理 10.1, X t j 
数 的 Euchd ZR (GEARARD 是 等 价 的 缘故 人 。 无 分 性 的 证 
Bid X 不 是 有 版 厅 的 ,那么 系 1 里 的 那 种 可 数 个 子 空间 CE.) 必 
然 存 在 。 这 样 一 来 ,满足 1ys| =l, | 名 一 加 | 227 n=l, 3，…) 的 
可 数 点 列 切 十 也 将 存在 , X 的 单位 球 恒 不 是 朗 有 界 和 的 了 ， 

有 了 以 上 的 准备 之 后 ;我们 者 窒 特 征 值 汶 程 

w=0 P Kesis, 

在 此 发 K 是 从 Banach £M X 到 年 内 的 至 连结 加 法 算 子 , uE 
di R28 0. | 

定理 10.7 (i) K AREA diee Ep dE, H 
R GD AEREE TEC ODIADASXSUR. GDATA REE A0 
AIRIA R O WAEREA, Gv A50 是 下 的 特征 值 ， 
HU A385 K* bieli. (OA A0, ne#0 是 五 BiA Fa BA AR 
fE KE, I K 的 相应 于 和 BREE s 与 区 * ET a IRE 
E fo PETIERE CIE SE : fole) =0 


KERA G) BUR — A 04, 6^. T (nm), lim 320 ifj 


且 存 在 着 使 Ko, =t IS mo 0, 我 条 由 此 来 导出 子 慎 。 为 此 先 


e 24 AX AREH ARAE RE €17,58, fE X . 69 Ste Arr: 


ice $ let 
Ru) X. era aufs AR Euclid yepepgrhp 8 10.1, 

elis YS teile]: 
SpE ete E lat ieh, 


BE lel -5 zat. -REE - 

O AUR Ksj-Am, (jmi, 2, n), BOUT dE X e Het MA Days; 有 
K. 2 ajaj h- 3 ag, JAWIEBHST- 五 的 特征 值 EUER GEARS RD RR m 0 46 3 
之 后 构成 X TER RA n TREA ^ 的 特征 空间 (eigenspace)。 
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HHFA n, wn ee, cs ERRERA. AH AATE Hoe 
Wa, £3, t. 8, 3 JERR EEAR KÉY IH. o. BIOS g= È Bets 那么 由 
s Bm Ms Kn, - K (S Bg, ) - S Bon, 

B tagt y aa HIAS GERE EERE Eini = SL, eni), 
jRBB 5; -0(7—1, c, nln ARE 0e, = S) £m; —0 的 不 

 BOBAESR VE. vay css Bn 不 得 不 是 线性 独立 的 。 

FTE, i E, F B, Sa, 0o. An MES PERLE I A MEI , y HR 
EaR? LEERE (AT. DAWRA). S om hO, 

— yn — Ata m hfm = An Yn — Ym) 十 An Man) Yon 

BERIS AIH < (An Anl [fa] m [Aunin] 35 m—9oo 时, Eii 
TO, 让 是 由 于 存在 有 限 的 lim A, . BS 138 2 [An] 19s — ul 
z» |Ana | dis (gu, Em) > 141 23, 由 于 lim A, #0, 当 Teo I^ E 
arro, 但 这 是 不 合理 的 ， RIBH T |i, ink HASE 
性 , Ko) 的 适当 的 子 列 不 能 不 强 收 化 。 | 

由 .十 面 便 证 明了 G), QD. 至 于 人 ii 前 证 明和 如 下 : pe AAO FE 
BETER Ke, = it, (n=l, 2, ---) 的 可 数列 (0,1, 其 中 对 于 一 
切 的 n, mV, m 是 线性 独 普 的 ,那么 可 和 上 面 一 样 地 导致 矛盾 。 

(v) KAEM 10.3 的 (iiiy 中 用 入 二 RË K 就 可 以 了 。 

(vi R K rocho, K'fo-nfo. HU | 

Io fo (19) = CK" fo) (20) — Fol ro) — fo Awo) =A folta), 
出 由 了 半天, ABBA fatto) —0, 


D JI Sb I CBE ER. nudity: By oo Atia -1- ys, {E v5 c Esai, R ulum, 
Hyn— E SAna HUn — Ami — Um. 
但 是 Uh — Amim — Mhn E En- ATIA 
1 
Eya H3] = hn] int s mm — Hd L2 [ha [d Cn s En) 7 2 [And Q0 
由 于 lim à4250, Ug 0—0 及 自然 数 N, BB pn, mz Bp E ys Fs 1295, ——8 
Hec 


BIE 


HL... 一 一 < 一 = -- T “一 --— n rm ~rr rr 


BIE 自 共 板 算 子 的 谱 分 解 


根据 N. Bohr 的 频率 法 则 革 本 粒子 所 构成 的 体 双 一 般 是 处 在 和 外 部 不 
进行 能 量 的 变换 的 定 常 状 赤 。 在 定常 和 状态 下 ; 体系 不 作 光 的 罩 射 。 作 光 的 粮 
射 避 限于 站 受 到 荣 种 六 发 而 从 一 个 定常 状态 跃迁 到 另 一 定常 状 术 的 时 翌 , 这 
时 体系 所 失控 的 能 量 , 也 就 是 在 两 个 定常 状态 的 能 量 的 荆 (H-E), 和 所 辑 
AED ROSE v 之 间 有 关系 | 

E.-—H.Q—h»o, 2xh — 06.624 x10- erg x gee (Planck Mt, 
EZ RARR » FECIT ESSDUABEREOS 一 的 定向 状 太 赫 移 到 能 
E -E HERRE., AFRE 1 5HRS 
rà =c= 2.99797 x100 cm/s CEH) 
的 关系 , AERAR KRUKA ARR a E R 
可 能 的 定常 状态 以 及 对 厂子 鼓 状 态 的 能 是 吾 ， 

EM E. Sehridinger, B IAEA BORED ER SR REIRA 由 解 特征 

值 问题 

Hy ES, | 
Foe; Yis 713 Tas t, E) | dod, dz, «da, s oo 
WHE, Æl, H AJETESSCRÓE RUE RSS Hamilton gt 


> (2mn,) 1 (p, --p2, --p3,) --U (2, e 200 


^. 


"habria 
Pep > hiclO/Om,, 的 yp hiClO/Oy,,. Paa RID/ Ss, 
所 得 的 算 子 
| £f = -Xpem, -1 (Paora -Heto t 03/032 ) RU (Xy. 4 2), 
p Guys 三 定 了 处 子 能 最为 E ox ish RADE HANC M. Born, 
当 体 又 处 于 该 状态 时 ,其 f 个 基本 粒子 的 位 置 落 于 37 鞭 位 甘 坐 标 空间 的 区 
tk D HERRERAS 


Q n. BERUS 4 个 基 示 米子 的 质量 ) Prs Do, o Do, 是 柄 基本 数 子 的 动量 
TE v. y. * FRIRE; T 是 体 肝 的 估 能 。 


wd 
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BATES 
成 比例 。 

因 蛙 ,为 了 决定 体系 的 所 有 可 能 的 定常 状态 上 以 及 对 应 于 该 定常 状 坊 的 
BEER E, 不 得 不 解 Hilbert $AH La 0730) 中 的 特征 值 间 题 Ey — Ep. BT 
H Ehi ZEB AE J ARTERE VIRIS EE MEt ETUE 
MHEMM., WREAU 豆 BU SCIRBUURS HAA E eR 

(Hyy p) = (94 Ho), G, pE S(H)) | 
MEEF IA H ERR BARET” mud Jt OE 
[SSERUERRTPA4EIJSIMB HT 一 Ew 话 当 地 定型 4 E GF. von Neumann, M. H. 
Stone) 全 。 我 们 首先 要 从 有 关 加 法 算 子 的 对 称 竹 的 一 般 理 殉 讲 起 ， 


$48 对 称 算 子 , 随 算 子 及 自 共 师 算计 


ATER Hilbert ZEB $ $25 $ PgsSDHIESÉI-T. 
RET mHE 8 20 Boop, 24 5 CD) 在 名 内 稠密 时 ,了 Ry 
Jte **-r (conjugate or adjoint operator) T.H 
(Ta, y) —(z, T'y), 2E DD) (48.1) 
而 定义 的 , 这 就 是 说 , 425 IEOGXICRION TP — lf ec S (T) 8b 
(Tey) = (w, 0) 成 让 的 备 的 点 对 (o, v) aE, T eE 
$ RERA, v^ qi y WEE, T" 便 是 对 于 在 这 种 点 对 
iy, y RBS y IA T'y =y" Y'a SL 85, mE 
HFHH  GAuHDOMCICOBEPTOECHY T, T. PE 
OO) CO., H3 zccOSN Tw 一 To (48.2) 
成 资 的话; 人 恒 称 Ts 为 T. EM, Ta A Ta 的 紧 糖 (contraction)， 
半生 写作 TG. | | 
HRAT PHRF U bue € O0 71* 而 且 有 TET, 就 称 
04 llgemeine Eigenwerttheorie Hermitescher Funktionalopezatoren, 
Math, Ann., 102 (1020) 49131, 


© Linear transformations in Hilbert spaca, New York (1082), 
$6 Suc.) E O tR EAE 


es- 一 


184 m 1146 HARAR TATED 
T 为 对 称 算 子 , 特 别 是 T -T 的 这 种 算 子 了 5B X T-. 
AO E 8 20 RERET (6 (0 m (0) CHER, (c 0) inia (0) 
MEHRI. APAE $ 加 鞭 国 的 积分 第 子 、 
rz — |. AR (t.simts)ds 
当 檬 下 满足 玉 (8, DR (0.2) eTA. JEE HBN T 
Bum, 
MAF RATT, WFE TT) -=$ BEER 自然 具有 下 
面 的 土质 : | 
如果 (m,)c- T (P) B. slim c, — m, 3-lim Tz, —g 
me THU] ias 
FEWE RoE D H Peay NW. — 
Ama, TF (下 一定 是 有 看 的 ;, 世 不 一 定居 好 7) — 9 A 
TOT, 3$ (48.8) DE E, ROT DUBIE T 9 , AmA N.KR 
出 ,—^7 SEH-BS HERR TAERA T, 
Bil BE p= r0, 1), XEF D, EREL D] EREE, e0) 20D 
—0 H z'(t) € L4, 1) ARH e (CO BO DG AE init (0 WT e (0 € 83 
HRF T. GEB. 
KB] GE (00) S $e SU) H lim aia sim Peny, 因为 由 
cuaiwarz 不 等 式 有 C ` 
m. (E) — m) | |f. arr (E) -at (yd i die f Ia (D) mat D Pb 
| « [2 — 2; 
所 及 da, 由 了 在 [0,1] RG EL'EEBUERER lim 2, 00 , ig TP. in m, — 5, 


DUET rr). AIE r er = xm. XIV Sehwarz 不 等 忒 有 


|f uoa af at [luco iata n 


Bibi CO 在 [0 1) EAR, A YO = | yO dt, 那么 ,和 上 面 一 样 得 到 


f ixQQ0) —3:9(D Mti <f di» |, Lx, (E) — iy (t) [di 
< 过 | 了 os 一 下。 


[2,4 0) mE H I= 


Q AA 8 S FEAE 


| 


2o 
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Tm Ji sim Titr = (iis 
hm X.) =w Y (1) = | vids, 
MARRA J sc DDT H T4. 

全 2 项 O—IQ,0,D,X BE X3 am dE [0,1] m YT EC! 
€ L0, 1) EJ x0) HA ba DE dix 0) 对 应 于 二 人 € 8. BUT: Ta ZEB 
ETF. WFE LHI, T: TAE T.BUHBUUEIO. 

A3 说 名 一 ot001)， KE SA, RIJE O, 1] ÆRE, WE o, 
Qapar, Bd r ewr 0 H re eL, D ArH DaedHM,. H 
IE a 使 (cia (0) 对 应 于 a € Sy, 的 算 于 Tae ERRET. ERR LHI 
Ty m. 是 Ti MERJE 45 Ta XJ T's, p ERRER e 

JEE EM RF — 全 上 面 的 例 T., T» 来 说 ， RAE T Ts 
=T], hira ei d B ERR ES BV, [Er 4e E34 JES Bj. . 
人 一 了 了 ; 的 证 明 ”因为 STO 显然 在 Du C0, DAMADA Ti 
dpa yecvtD,Tm-y', tE DT), H 
[4 [7a (D y () dt — f z (1 " Edi, 
TBIEA EEBU PURUS (0) (D 0 后 
= fo OP (dt, 


但 gsis Od, Bie, rir. e(D — o dre 0 ur ERR 


的 常数 6， 
当 EDM) | oF Geo, 
但 因 对 于 性 意 的 > 从 CEE0 D, .， . 


Pp 一 (toa 
(d | (E) y- [psa] (* (f) —471g (0) — cidit 0, 


TE — —-2 sr "T 


O ie H 75171. 
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从 而 当 这 样 选取 e, 使 得 | FO -yO — ede - o 时 ,有 
[2 O -TD ijamo, 
HF 2€ L0, 力 的 任意 性 , 便 得 
Y*() =| v de= y) o, 
XXL EBEyCOU.OH Tau", 从 而 工人 了， 反之 ,由 分 部 积分 
Ba TET, 故 不 能 不 中 一 2 KE 
JEF Te o BS E oO PE HETE $ 00 ERa l 
E 11.1 7" EHRT. l 
EEM Wt {r} ED) H slimz,—2, slim Temy, 由 于 
PURI SUE XET-HEXERS sc D 有 
lhm(z, sa) = (P, £), 
Um (Tz, Sa) = lm (2, 2 2) = (z, Y), 
因此 (Tz, 2) — e, y), PA eC 9 (77 H. Twy 
Sd» mp T= (7")* dede Ao Rak S (D 在 $ PTUS US 
eR NEAL T Js BS EL ERR, 
EEA TU 是 人 的 延 拓 ; X GH USE CIBC SCPTUURUH. X 


T** 为 闭 算 子 也 如 前 定理 所 东 。 
«E EAER, T T RARE, DUU — S(Tt)am $ Jig 
HAJD., Hh ERER iE SO) 一 身 AART 了 总 是 有 异 的 对 。 
X 2 HRATT UIDERI, 
EM dT ATRO =T. hie 
PE 
ie T 是 对 称 的 。T* 是 了 AREE ELAR 1 BR 


e Em: mre I CHE, p 158, 
Q [dE p 199. 
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定理 11.2 D7) — 9 POEEISDOL BR RC T T EAR ARREK T, 
SUN FREE BET. T E EER, 

RES —(BXEPEXEDDR | | 
Ta| =sup | (Ze, y) i. (48. 4) 


有 边 所 左边 的 率 实 由 | (Tw, |< Tej Iul ufón, To —08(48.4) 
AE ERIS, Teto 时 , AR y= Tei Tel] 便 有 | (Tv, 9) | = Het E 
jb Ane MI o 33. 
AX, 由 于 TCU 而 有 DGT., EN D) =, 8k 
T(P =O, Kib, h (48.4), 
pæ) -[Tw|- sop |r, | 


gis, bpl. 


"T 
Emiv acre] (n, T^y) |, 


从 而 p (5) 作为 = ERER | (m, Ty | B ESSERE T ERE AS, 
Hid 6.1.4 EIE y D 


p(z)wyim|, zc $ 
BiLo 


定理 的 最 后 部 分 由 于 TET, $07) 一 和 是 显然 的 。 

定理 I.S 如 果 自 共 地 的 了 RAWAT T, WMA TE 
FE SER, 

RESA —JnmHdbseBs T RAWAT T, Ep 9907) DT- RS 
SAPER. Ds BARRE HEM 2.2 Sn ffe CERT" 
89 y70, 从 而 0= (Te, y) = (0, 0), vE S (D) ,-FJ& y C OCT") B. 
Tg—0, Bip RESP I g — T Ty - 1 70—0 Sof JF e 

BEEN Andr DERE (T, Br BORDER RESE: 

如 果 DT= 90 7)9-$, Wg 75" -(07)7, (48.5) 
AAH T =T Ep T= os n, 


€ TES 成 “要因 S05-95,.9 DT =. 


pi 
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JüJG (48.0) RAREBI ”如果 cC OT) , y S (077) *) , Rl 
wy) = QI V Tz, y) — Te, CP )*y), 
Mim (TD) HATTO y =y, ERK, wR ee DT), 
. YED(T, HI 
l (m, 9) = (PT e, y) = (Te, Ty), l 
Aim T"yc DTX Y EEY Py=y, 因此 Y= CY 
RO xg UID -— 9 HARR T T d ELCSE RS, 
SERR AE To-—0, 其 得 | 
0— (Pe, y) = (2, Tan, yc CD), 
而 由 于 98 (T) -名 就 不 能 不 有 e—0. HATI 是 存在 的 ,于 是 
— S$ (r5 —38 00 —$, 
RER T BREN, 故 由 定理 11.9, 73 是 自 共 罚 的 。 从 而 
由 上 面 的 定理 , T= (T) EARE. 

如 前 所 东 ,对称 算 子 总 可 延 据 为 对 称 的 前 算 子 , 哇 于 一 般 的 算 
THE THAM: 

定理 11.4 mier T peA AATE S 的 到 要 条 件 是 - 

知 果 (m, LO (T) H slim w=0, s-limT'z, "| 
aes ee (48.6) 
FERS, EX y 0, 

征明 (必要 性 ) ”由 于 Sr = Te, EOS XSppACTRSMEBILIDPEH 

y—siim ix,.-—450-—Ü0. 

(EAE) ”加 果 (m, C9 (07) H. s-Him wn —z, s-lim Ta, =y 存 
ERRE, HU vy VRAKET o ESA o.) 的 取 法 无 关 。 这 是 因 
Jg. Hx aT E 

s-lim Xm, s-lim To= g 
MARA ian nh Ener B 


s-lim (z,--2,) 0, s-lim 四 (一 区 站 一 下 一 区 


A om 
r 


$40 Cayley 变换 188 
从 而 由 (8 .全 必然 得 到 y—z=0, MARA, 于 于 各 上 的 全 om 
=y 的 算 子 上 就 唯一 地 确定 了 了 。 对 于 ec), 全 momin—1, 
2, ) 恒 知 Sa — c, 也 就 是 就 S E T Ea. SS 的 加 法 性 也 
是 容易 看 屿 的 。& 为 阴 算 子 可 和 如 下 证 明 ; 假定 | 
{za} $05) E slimz,—z, s-lim S, 一动 
AFEA z. HME cC CP) 使 


[Eea zl S3, Te —682,] n7, 


因此 有 


s-lim *,-— 9-lim =z, g-lim Ta, = 8-lim Szr = W, 
nta n a 了 一 户口 


从而 cE H 5z—w,. 

汉 440 BSS PERT RURA ERDERA IIBUAB IRE RE PH , Taf SER AU [3 
2—-—H,mnBiss6hs T COD BguABuüd DeL T REM, De (F) & 
Lach) 到 | 5408). 内 的 放 渤 算 子 时 ;总 可 和 作出 了 Bude BERETR , 3X SUE DC 
DENAT BXÉJETE mE. 


$49 Cayley 3b i& 


罗 了 探讨 对 称 算 子女 ARRAT H EETA H 延 拓 
的 ($$ 50) PEREM J. von Neumann 利用 Cayley S83, XX Ri 
ATER A REA THRHR E A TRARA T RIL 
H, 

E lio 如 果 H ERRAR T, MA 

G) MESSTESEE RE" (H -HII 存在 , Un eO (CH — 9D (OH -iy 
Xi pr Tm BESSER B8 (isometrto) : 

对 于 gc $(U.).— 9 (LFU), [Uny = lgl. 

Gi) QU 存在 而 H =i US) -Up NiE, ee 
A CH) -3e(F—Ug), Bai 80—Ug))*— 5. | 

xx Ua R H m Cayley 变换 . 


100 - Hli AHNT 
E G) wec DH), Rl 
(CH 4D)m, (Hi 
= (He, Ha) t (Ho, i (dm, He t+ (v, 2), 
由 于 及 是 对 称 的 , 故 
(He, $2) 一 — ii He, v) 一 —é(n, Ha) 一 一 (im, He), 
而 有 
| GE iD) ap? - He] jas? (49.1) 
因此 当 LH -rFél)r—O BD EA c—0, 由 定理 4. 与 
1H-riD el lz| 
Tab T AHi Emn HEER, d UITD)r—g9y,.Hü 
Vay = CH tl) (H FRI) ty = (H —éDa, 
BF (49.1) ft Uny] = iyl. | 
Us 为 阴 算 学 的 证 朋 会 Hanya (Ii) —2, H 
dx wo. gaoz, WA h A 
I9. 9s? — E (En m Em) (IH os es [s 
rL n, m> co Bi (5, —28,) 二 (on 而 由 于 二 是 
HRT VAE oC DH) Wf ege, Hoe He. Ud 
(H-FeI)ve,— 9g — (H-Fél)o, (H —4D)oo-2— (H ila, 
也 而 U ug —2, 
GD BH y— (H44Ds, U ny = (H ie 得 到 . 
全 (人 一世) 由 = k 2I AU y= Hes, 
因此 当 (一 Uy 一 0 时 必然 sw 一 0, SEO -HUn)y 72Hz—0, 从 而 
y=2 UU mny AU HU nyi 0. 
TESA T 以 一 Um 存在。 通过 和 . 土 面 相同 的 计算 得 
Hg —2 (Ic Ug)y—i(IUg) (I— Un 7e, 
xb OH-—U-TUDGOI-Ug), 
E 11.6 jx U XSRREBHIEE ABU- =, RAAU - 
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为 其:Oayjley 变换 的 对 称 算 子 H 必然 存在 而 且 是 唯一 的 。 
RED GHORIBBUÉRCT (I 一 器 ) 一 的 存在 。 为 此 只 须 BI da 
Q —U)4y—0 TT 导出 y 一 0 SET. gez 2g RUU) Ryo, Hee 
z— (LI -U)w fig wc 9 GU) gie, m U 的 等 距 性 与 (—U)y—0 
f - 
(g, z) — (a, 20) 一 (gy, Uns) = (Ug, Uni) — (y, Uw 
一 (Ug —y, Uw) —0, 
这 是 因为 ,由 于 
o oe - He pe m p s] 
(49.9) 
成 立 (EHEHEH RIEIES An), Ij U 为 等 中 时 必然 有 (f, p= Uf, 
Ug hikkii. Bxinjb, (1—U)y —0 3X RERS y iot 38 (I CU) 3EP,- 
而 由 于 S-U)-49 483, 必 满 足 y=0, 结果 就 说 明了 
(7 一 可 "1 的 存在 。 | 
‘A H HU) ( —U) 3,384, H t Cayley RERE U, 
HERE H BUXPERIE. Hio. y E OCH)—9 (—U) hA, HF 
A z— (I—U)Yu, y= (I-U)w, 那么 由 于 (Uu, Uw) = (u, w), 
(Hm, y)  ($(I--U)u, (I -U)w) ' 
-4d( (Un, w) 一 (u, Uw)] 
—(Q -—-U)u, &( -U)w) = (2; Hy), 
其 次 证 明 Us =U, 对 于 w= (I 一 Dy, BF 
Ho —4(L--U) (I-UY3 (I —Uya-é (I--U)u, 
"HH , 
(H -Féil)jsz—24$«, (H —iDge= Uu, 
因此 DU a) 克基 由 Ziu. u C 30 QU) 所 成 ,这 就 是 就 SO QU n) — 9 QU), 
EHA U 4 (2iu) —2éUu —U (2íu) formi f Ug - U, 
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ET H ARATA H 为 将 0 —U)u BR BUP € rU)uv i 
XY. ÉnHeCI—U)u, 与 和 十 四 Wm PUE BBC SS , HI 
us, E Uus, BPOXUIPSIERHECSX Ed U EART A C 

wat, (I—U»)u,—(I—U)u, é(I —Uj)u,— $(I —U)a, 

Aim (I—U)uc S (H)H.H(I—U)u-4(I —U)u, 

© SOIHBSEDODERERT OT JUBDGHERBUEHSES D'". Dp SENT BER 
AEQ EDSECRE H, 井上 上面 西 定 理 所 示 ， HER TU" BN Cayley 变换 的 各 种 
PRIE PERAR E SOL —U)«— O 的 算 子 U, 的 后 再 令 H—0 U), 
~ a TA 好 了 。 


850 对 称 算 子 的 共 贺 算 子 的 构造 

”标题 所 示 的 万 是 mE 
— SERE 1L. RAD PERSE H 的 Cayley HA Ug, Hi 
(o (i) =D Wa) t 5 H'z—is IRE c BS SRM ES; 

(i) $g—19(U4)* t H'a— is BSIR o. E HR EC 

Gi) Si 与 CUI) RARER O, B 9a 与 UD 的 及 

浴 元 只 有 0; C 
(v) SCH') W o» RIRE 3b 4 HEY 
v4e-m dar, (Qc OH), C G, nac FOD 


RTEA , MA , 
H'ms-Had-4m,—4m.4; . (50.2) 


(v) Æi Eg (60. B3 e ERT D. 

REIR (i) m oec Oh—]QUu) SDU -i RFT 
— Adi yc $c VJ v] GITi2)y, RED CUZ 6D) y, «) —0, D 
E673 189 9€ SD CHE, v) Qi) , BO s ec S GE) 
H..H e -—im, 

(3i) "WE (1) IRPEERIEHH, 

(in) We eC Gi, HL Izd. indio 又 属于 D(H), RA, 


& 


$50 对 称 算 子 的 共 幅 算 子 的 构造 108 
由 于 五 #*=H"*sw, 有 (Ho, m-)-—(i,-)—i]vj. ERA h E 的 对 
称 性 所 得 的 (Hz, œ) = (w, Ha) (Hz, 1) WoR RURE 
必 一 0。 因此 55.5 D) 的 公共 元 只 由 0 粗 成 。 同样 可 条 85 与 
$ HI) 的 盆 状 元 只 由 0 粗 成 
v) 首先 9(U,),38(U,) RAFANO., Eig DUn) 
=B (H iN RR XX BI an TAB., Bx UI dr il)m y, 那么 仿照 前 
面 证 朋 Uu HATID CmrER 11.50, 可知 存 在 rcD) 
得 v-—- H (Hw ry Hi. 
ACA, 考虑 UI'cHiD) e 投向 互相 正 交 的 于 子 窒 间 DUn) 和 
a= OUa) BITS, BI | 
GH'-Fil)o- (H +i eta (COD, sco. 
4H GI c iT) ay — (H* FI) vo , LHF o E O5, GAR ds, 因 
此 有 
和 一 【本 十 下 3， 一 (907z'cS$i. 
于 是 GOTBIDe-(H' E il)er-t-EiDo, 
Eie DR) 24C- $i y 
Jii FL (z— v, —2,) = — $ (€ — 35 —94) , 
Bf E (v—c5,—251) C Ss, 这 就 是 (60.1)。 
ZRÉRQO.1)BRME—PMERUREHS HARB, RE 
ZSy-d-$.-RX&a-—0 (EDH), wt i, Ws Ug 


”时 可 推 得 0 一 如 一 z=0 就 可 以 了 。 事实 上 ， ur ms Hs 


H a itg, 有 
(H*+il) 0 = (H PI) (Eo 十 - wi 十 Ya) = Ü 
ze CH 4-61) 29 4-242, 


@。” 球 尖 上 ,一 般 的 骨 等 距 算 子 品 的 定义 域 DOA S) 都 是 并 的 ,因为 
dS aE DU), ey, Rt U BIAXEERE[US,) JOSTIBU AE HOA BA y d Ux, y. 
HU JU 37,493 x c t (0) , BED CU ) o BR it SS DUAE C) EN — — ER 


194 LAE 3-4 a p 
EE, EF O MEE DU) — 8H HI) 5 65 9 (Us) t KE 
一 性 ,更 有 (CH -rél)myQ—0, 294-x,—0, AA CH Tii 的 存在 ， 由 
(H-Fil)e,— 0 f xo—0, 这样 -来 , m6 一 v1 一 0， 从 而 
| 2,—0—25—2, 7-0, , 证 毕 

由 此 得 | 

定理 11.8 XHKBISET- H 25 Bi dk Me 09 Je SE e PER. H 的 
Oayley 变换 Un 将 总 一 对 一 且 等 焉 的 映照 到 整个 各, HL RR 
Ur 为 西 算 子 。 mE 

NER RAES, D(H) =DE) 的 充 要 条 件 是 人 5 Oz 都 


HORER HUTERCESSII-P DUn) =B Un) —$, 所 以 再 . 


由 Üayley 变换 Us 的 等 距 性 恒 得 到 堂 理 。 
作为 定理 11.0 及 定理 寺 .8 的 应 用 ,有 
$48 HAF 了 的 站 共 汤 延 丘 的 确定 WREKE TS 是 
T, RIRES PEA 8 (0:0 207) , 
B -—Ts. 
HERR ”由 定理 11.8, Us EART: 又 由 定理 11.0, 11 6, Us 
局 为 Uz, RIRE, TE, B 
$32-—25-2,, EDU), m — (Ur) - — 9f, 
Ib CEJ Uv, AASER, ie QU) ZR PIT EBED ,由 于 
O= (So, $1) = (Uto, Uat) = (Ur 8o, Uam) s 
必然 有 
[7 att - U uma HU sm =U p mg HU gw 
U gt € ds (Us) “一 Sv, a 
RES Ti =T, (如 在 $$ 48 Bros) ; 故 由 定理 11.7， 
Taw, = Tm, = itr, aU qm.) — QU st) = — iU im) 
RMAF Ta Jy d didt, flt ETE TRE C, 03, BE 
v) 一 0ag (Uum) (f) meas, 
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于 是 由 Us HEPER | 

| egtl 3de — | | ege | di, 
而 适合 ca — 0,671" B 0 (0cÓ D) 得 以 确定 ,也 就 是 

I .(e,6 =008 1t 0g. 
但 因 依 定理 11.6, S—4(0 HUS) (E —US 7, & $9 (5) 乃 是 由 形 各 
(F—Us)m- L a) (wt oe *) 

= (I—U20so;d-ci(1—Ug)86* 

= (I ~U 5)ag--e(67! ete), a4 DUn) 
的 元 染 所 各 成。 由 定理 二 .6, RAWA U -U r) tE DHT) 
因此 yo (EUr) zo WEE. RPE y(00 —vo(1):- 0, Hen 
| SHOBCD (S) H y= (TU a WOES A" 


y (0) 一 Ll <a 9 (D =0, (50.8) 
但 因 | | 
性 一 多 
1l—ez 


将 * 平面 上 的 单位 图 | :| < L 一 对 一 且 兴 形 地 映照 到 ww 斑 面 的 单 
他 图 [wi «cL, 所 以 对 于 每 个 0(0<6<2m) ,适合 


e — e^ ig" F 
l-z (Ux; 8 cm) 


的 ME  REBEUS pt ING SO GS) CSSD CDs v). 
— 5$— 5 IBI , Xn t PR. 有 TGT = T. 所 以 鉴于 TES. 
S“ =S m TiTe, Bin T.I. o ix S Tg. 
RA Tsee nfi FERN: ge ec DTe) 4r 


z(f) —m(t) — em I (g7t— g-19gt) 。 


由 于 | s (0) 一 ece —a(D) —0, 
zO BUR z(0) —2(D =0, » EDT. 只 而 有 


EE" EE ee 一 


i08 | Sik  BSUROECTMUNEDAE 


w(t) =z (i) HED (g * — gig 


A308 238, 如 前 所 示 , E 器 (I 一 Us) —2095. XB TES, 而 


ZEDD 也 属于 $65), Mei oc (5), 根据 疏 个 事实 和 


SC-Ta WA Be asc. 
AE T. DARTER., MESE BOUT s ye Dp, ATE 
| 7 ila! (YR di— | 2) Ay (o dt 
REAL. HAT EDI RI H SZ 
z(D)9)-—r(0)y(0) —0 
成 立 。 WT ERRA RAE rit), 900 [RI] E RC AE 
z(0)—695(1,-0, y eys 
BAIT o ERA AR e FH Ta=i-td/dt WERRUSTERO Ta 不 可 成 了 对 
称 的 ， mH Tee WR T EHARA” 
r(0) —z(1)—0 
ZOF4TQ—idld/dt ERMIT Ti BSEJCRESER, 
je $ 20.38 Brix Ug L;(—oo, oo) 中 的 坐标 算 子 计 或 者 动量 算 
子 didt HERMETE t=00, t= 一 co £a YUAN 


条 件 ” 的 。 比 如 就 六 ESE, 这 种 m( € LQ(— oo, o2) £z (0 € JA 
(— oo, co) WRT i, ATHERE MeO 算是 规定 为 在 
t=, t= —oo AP 0 的 。 

一 般 而 洽 , 对 于 添加 菜 边界 条 件 就 可 变 光 对称 的 算 子 ,是 否 存 
在 能 使 凌 算 子 成 汐 自 共 瑟 的 边界 条 件 呢 ? 妈 这 种 的 边界 条 件 应 各 
何 来 求 呢 ? :也 上 问题 构成 算 子 荐 中 主题 之 一 ， 国 为 下 面 我 们 将 看 


到 ,在 对 称 算 子 之 中 , 说 分 解 只 村 自 共 旺 算 子 是 可 能 的 , 而 由 于 说 


分 和 解 定 理 , 对 丑 于 次 算 子 的 特征 值 问 题 是 完 双 可 解 的 。 


$51 3 im Bos 
ARIEN Hilbert 空间 名 一 (mm) B laln) 内 的 对 称 算 子 


. $51 d tr% AE 197 
H, 由 定理 11.2 REEL HA RE, FEE E 8 20 BESOHSEE 
d m AERE (时 , 它 的 对 称 性 表现 为 Rh — hu. Áu]pEVm OS 
Tuch H, RIERA AN, EL AESE.XydE m 个 实数 


ESSE (51.1) 
与 就 范 正 磷 的 党 至 茶 m, a, Ts gin) 使 
Hg Ag (51.9) 


成 立 。 (51.2) 中 的 等 号 ,例如 
一 

意味 着 xs 是 具有 3 EBEA (multiplicity) 的 特征 值 , 亦 部 与 

1) 一) 相应 的 五 的 特征 空 曾 维 数 为 3 SERES .为 完全 条， 

任意 的 j 扎 名 二 和 (lm) 可 天 为 。 , m 


2-3 3 

{= 

加 果 对 于 oo <A RERE A, 用 
EX s= Ma, | 
k 为 满足 MA 的 最 大 的 


ae X EGO, EO) JE GESCT-, LEE 
E (4) E (gj) — E(min(A, k)), (51.4) 


(51.9) 


E Q.--0) — EQ) 9 CHWE) , (51.5). 


E(-—9o9) 0, E(--o0) - JG. (51.6) 

BEBE y -> nw 352. HT Ha -人 Hae = D AE E iz Bu 
就 范 正 变性 有 

(He, y) =X ni| MQEO)m y) BLT 


O HFI rE D, s-Hm E(u)az E(A4-0)y— E(X)x, 
H 
9 HTHH rEÑ, sm E (ai E ( — 29) 9--0, elim El w= 下 (ee 和 一 名， 


i cim FRO- 
OCC ny AMI ERREUR FUE i mr lir FEE FEE qt pez aih 


-——" 


108 Fli S EQJUEREECIAUSBECDHRE 
成 让。 也 以 十 中 =E) EQ —0) 0p ui A, 也 就 是 醒 EQ) 不 


SHIRI A Je H 的 特征 值 (一 加 ,而且 


AP Èa, (EQ —EQ.—0))e— Xia (51.8) 


成 立 , 这 就 是 说 (再 0 — E 04—0) ) Ep TE u 的 特征 空 了 


BU EA. 

这 样 一 来 , HE 的 特征 得 问题 将 自满 足 (51.4) ~ (61.7) 的 射影 
RTR EON 的 求 得 而 完 双 得 到 解决 。 KAEH Su 
MERI Hilbert 空间 , EA HRA SECT-DU38 ZEE EE, 为 了 殷 壕 它 


们 须 先 有 一 些 准 备 。 


定理 11.9 如 果 Hilbert AH S HIERTA 
UE (A) } -ecaa 
HDE OL ABIR 3352, XI SC 
E(A4-0), E(—0), E(—oo), E(--co) 
Ji Pl bU SB. | 
RER IEAk M TA, WE Ap Aa HD lim As =A, XE 
们 要 指出 ,存在 射影 算 子 E (C —0) ,使 s-lim HT— E(S—0)z, 
HEA EAO) AI A, T À BIRAI (An) B39352EJG X | 
ED EY: E (a, 8] - E(8) -E (o) 满足 
E(a, B* — E(a, 8], E(a, BP*— E (a, 81, 


|^ AUEI T, FEH m>nikt, 


HL 一 站 
E (Ans Amd = Ë 0S4) ~ E (Aa) = pà E {his Ajpal 


AAR TE E — 1p 5E OCT aT 51.4), EPRE 
Ad | : 
EQ, hale E Crs np =0 (GARRO, (51.9) 


0 xT Ui ccs, EQ --0)2—8-lim Ez. 


TETES. 169 
于 是 有 
:—1 . 
Ic LE (Ans Amio = 2 | E (^,, Aj ile, (51.10) 


Ifi 2424 m— co BEECRE, ARS 
im BEG Male lim [EO MeP=0， 


i ft oo 
JREIRI bi, slim Ehon HFE. BOUE Ta tA, 那么 全 dou) 表示 
将 UG 和 ir TUÉE- EB CARRIE AEEA, A 
| s-lim E (c.v —8-lim E (A æ =8-lim E (rat, 


由 此 可 内 EAO An TA RIRIA {h 的 选 法 无 关 ，。 
Bx inie, s-lim E(pu)o- E(X—0) 3X TEBSSE-- EO.—0) REY 


EX VERAS RED BRRER. EA — 0) At ERE AS CE HUS Em), 
ARAS EMA Su) WE 
E(A—0)'—E(A—0), E(X—0)*— E(A—0), 
所 以 五 (一 0) 是 射影 算 子 。 Ar^ 
RRES 35 8 EBORE A {E }-o 满足 
(Bi. —(B1.6)mr, CE QOO $529 3& [p BE (resolution of the 
identity), 
A UE ġ=L ia, 7), WAR 
UAE, EOje)=0, 
| TN 时 ， 下 
EN ERIR TA {E OJ EEA. h 
AO -E02)s]1- f” e(t) [adt uA, 
&f[ pn (51.5) pF, 
JESE 11.10 如果 (E (20) 是 单位 修 解 ARTER vy, 
^ ip XE CE ()o, 切 的 实 部 和 康 部 都 是 有 界 蛮 羡 的 。 
AERA Hx 一 oo es Ag M Aa ra = C go. 因为 BH ^u] 
SIRE BT 


(01.11) 


200 sli E 3e ACE ae HE 
K—1 | 
2 | CE (i) €. y) 一 CE (Qm, y) | 
可 一 1] 
= 2i | CE OL, Nae, y) | 
n-—1l 
= 2 (E (Ars Ail, EQ, Anal? 
天 一 了 
& 24 LE O5, Male] |E Ai Medy 
a 1 1 
E LE (s, M Jela. S LEQG, Asa] py 
«(3 "u$" iiL | (3! $94 Juri UE 


- (E Qo, Alej) E. (UE Qo, lyja? Gr (51.10) 
«& lel- lo]. 


定理 11.4 4: 2C 9,'$ 0) 是 定义 在 {一 co, c0). E BERE. 


BLUE Bi ,我 们 照 下 了 面 那 样 素 定 义 
| sa oe (—eo«acf«oo), 

WH Co, B] ARA a— M ac B, 并 从 各 子 区 疝 分 别 选 
出 任意 的 A; TENUL - | 
> PADE Qs, Merle, 

352. 25/2 BU EGRE A, 4 max (Aja — As)  O Sh, E TE REA i RE 


TEREK, UA BIER A 的 违法 无 关 。 我 们 就 把 这 个 
瀑 极 限 作为 上 面 的 积分 。 再 考 如 果 下 式 右 边 存 在 的 新 ,定义 


| $ Q) AE QD « — e-lima r PAED E. 
DEFE HT az V. 
| padme, [^ PEGs, 


RERE O00 EARRAK E [a, 1—BO883, MEA EEH 
20, 可 确定 3 一 8 各) 20, 使 得 当 
AG AE [a 5] E A = AF | «à (hF, 


F 
A 


$851 dk fm HE E: 


IA) — 607) 1s 

RE. EP AMEN 

a —AÀQ «Aa eA, max |[Aj-1—À| «8, 

A pb, «T pua tL Mn B, max pacc p] <À 
重合 起 来 的 分 割 记 为 

RB pametn), 

而 jE fr Huerd, HUE 

PADE A Male — 2 d (ux) E (pas Malt 

-2 a (v, Peale, 8, | « 25, 


这 是 因为 包含 Gn, val 的 区 间 (us Anal PRRI RREA ss 
9.3) 的 区 其 Quas asi] PRAZERES x20 的 条 上 放 。 于 是 和 
和 到 | (5i . 10) 一 样 ， | 


129 $ Q3) E Qu, Male Pn) E (ou, prala? 
de Ev borslol =el E(o, Bel s 4e? led’, 
定理 11.12 对 于 wE 岛 , 下 面 三 个 条 件 是 等 价 的 : 

Go | eoa Qs fei, 

Gb [^ 1602 ap Q2 eoo, 


ai P-|' SMEA, à) DARE 


| BER] 因为 上 sl = CEQOm 0), (Ey, 2) PE A TR 
MEH IFERN, HERNA 9) 的 Riemann-Stieltjes 式 积 分 


[7 1600 arnar, [7 60a Qv, 8) 
的 意义 是 不 待 说 肯 的 。 
(Gem yi [7 o OIE AREER 


205 FIR o HOUURECKSQREZDEE 


TuS yr HEEL Wy, ENa) = (加 OY m, EART - 


泛 面 的 极限 的 PO), KIEREN, A ict REETRS 
(9)- 人 的 的 证 明 4 E (o, BMEJE- y= | BOE QD t 
近 假 和 ,再 取 强 极限 , 易 知 % 一 至 (wx， Bly, FEAM 61.4), 


F(y-|. $0048 Aa 9) 


i 
- dim | SOAEO%, y) 


0 — — p, S ce 


lir | $0342 02e, E (a, BIY) 
lim | $004 (s, B1E Q)a, yy 


- 8894005. 9 - gl 
从 而 hapse lod 部 Iylsc Pl, REESE, 
wi* =| {05a oo] - [1600 Ifi ooetr, 
x nap vo | $00dE Qc Shi TUR, fes (61. 10) Bj —ht 
计算 ,再 取 极限 印 可 得 到 。 因 此 
[1600 ENPF, 
在 此 全 a» — 0o, 8->eo 即 得 | 
全 Co I3 Qn ge LT? ceo. 
G) GRRE ”因为 和 上 面 一 样 , 当 w<c< 6<B' 时 ,得 
[We 
"o =F SWEDA [^ 600 las QD, 
Wh Gi TS (D) & ~ V 
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TERR 11.18 jt O) A 3c f RE BERE, SEDE 
z-le[" A PAE al) 51.12) 
"Pag e EER YES, A | m 
He,y)-| POENE 9), (51.19) 
SEDLABEI st L— A DE RE RCT- H, 以 D(H) — 0 RE URS X 
时 还 成 立 着 HEQ)SEQ)H. | 
三 明 HFD pHo, AEEY N, E (1. 13) gcns 
义 @ 了 一 个 加 法 算 子 H., Gk, 对 于 任意 的 CO H 520, 由 于 
(51.6) PETEA Ia ac B RE 1 — E (os B]2] «ce. tih OLDA 
|^ 1502 [417 Q2 Gs £a? 


- [1600 ^a E Q) zi? «eo, 
jt Ela, 81:C 9, SXPEBURBIT $"—O0,. ST H ApH 
$0)-$0), GO) e, y) = (s, EAD = (EQ)y, v) 
可 以 看 出 。 
H =H" REM ycd"), H'y-y', uF Ea, 8] 
€ $,48 ! 
(z, E (a, Bly") = (E œ, 8]z, H'y) = CH E(a, B]z, v) 


= | $04 N Ela, Pls, y) 
-|'$e)4 a0: 2, 9). 


E t 1 EH |. Qi CE L2, y) = Bx) FAA FH UEEH (2, Ea, 
BY) 的 极限 ， 合 共鸣 定理 ， 宕 出 是 有 界 活 图 ， 而 由 前 定理 便 有 


LN 


QS EHH Diesz 定理 。 CAE 


204 SLE ARATA 
JED, XR—K, WA $(H) =D2T (H), tier HE-H" Wn dg 
H-H*, 


BEHEREA H 的 证 有 明 rcD), E EQ 作用 
于 Hv 一 | $0)4EQ)« 的 近 们 和 ,再 取 强 樟 限 ,更 由 (5! .分 即 得 
Bl Ho=| ANUE WENA | 

-| PIENE ma) - HEQ)s. 
lEz |^ 1502 PEE Nal, (51.14) 
EA RUR (1.4), 
(He, Ha) =|" $004(2 022, Ho) 
-| $Q4GLEQ)s, e) 
-[ eod Ba G00 EQ), 
-f emafi guod Ems, 2 


- [^ 1600 UJE Me}, 


$ 5^ Bx DE 
DREN Em. 8.34 $00 =A hf, 
(Ha, =| 42022, 9), 
7 un (51.15) 
sED(H) =; P oval EQ)alteol, yE D 


(或 者 略 如 为 H= [^ AEO) ) 称 为 H IRRA (spectral reso- 


lution}, 


3 4f 


t 
LT 
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定理 11.14 Xp Ep HSESET VH, eia RDYAZRERUE GO; Bi 
H 2E3E a (B1. 10) Ba gREZ HE EFE BL CERERI RRE HE ZETÉ-— B3. 
三 明 ”内 定理 11.8, 五 的 Cayley 变换 Un LART, EH, 
旭 下 一 党 所 示 ，, 对 于 任意 的 西 算 子 避 可 唯一 地 确定 满足 
FQ)-O, F(1)—/ (b2.1) 
, PHRASE E RET 


Uz- | ema (0s || e?" FP (B) a (52.2) 

wor, X5poenm02.1) ~ (52.20 f ze T —- PHSE-T U., 
qdg gii 245 U —U eg 时 在 
F(1—0) -F(1)—1, (52. 8) 
wr EZB FD SF -0,382. mr FU). FO--O) 0, 35 
SEE y ŒE {F 0-F0 -0y =y [DIT XEM yg, HCE 
F (0) F (9) = F {min (8', 0"), 

EE 
Uny= | era F (OF (0) —F 1.0) 


= {FD -FP -—0) jy =y, 
gum QI -U n E EM 11.5 59 G0) HTA 
EER (52.9) p vr , HIA 
r= —cota08, E(A)-F() (B9. 4) 
时 ,由 于 0 二 8 二 1 与 一 0 二 入 二 co, F A= cotar mi—x— H.3i& 
ENERE, T A {加 ()} 是 单 们 分解。 如 果 利 用 它 作 自 共 


x |7 MEO, 
nl Ad. O) 
RRRS A 的 询 分 解 就 由 此 香油 了 。 


208 | SIE  BHXORRELEBJINOOUAT 


万 ~ MEWE 全 名 一 | EQ), Run At 
HF rED(H'), yC -DUD 有 
(H'O —Ua)y, €) = GU +Un)y, 9) 
EAA, AEAEE hr SO) - 544 
H'(I—U&gw-&i-M-Ujy, 
更 出 定理 11.5 1) 便 知 EH, FEIA H' - (IY GH'-H, 


从 而 得 到 =, 
于 (HUpy s) = EHU a)y, v) 的 证 明 不 妨 如 下 进 


行 :因为 
(y—Uag, F (0)%) 一 | -edy (F (0)y, F(0)2) 
=È Ge) dr (FO FG», a) 
— Qu FEBRE) 
-| (1— e dE (05y, a) 
(Ghz 2 (9) ^ (6) =F (min, 60))), 
BEDA 
(y—Uxzwy, H's) 一 


m 


| Ad(g — Uny, BML) 
| cot ab-di [a —emmaun (y, e) d 
=| eot a6 169) Q^ (Hy, v) 


-| éaceenmagr (9)y, €) 
= (itU py), v), 
最 后 高 分 解 的 唯一 性 识 互 丸 可 分 解 为 | MEO), m 


E (Ao) + E (Ao) 的 Ao ETE 88.2, A 
A——eot wm, E'(A) E (8) 


853 BE Jier pu 207 
时 ， 因 为 在 和 = — cot mb 处 P (0o) v F (Po) , STRIS PETERE AAR 
的 唯一 性 将 有 
D" -| gsmed (9) ai SEQ) Us -U, 
村 是 通过 和 上 南 同 六 的 计算 ， 
| AdE' A), [ AdE (A). 
的 Cayley 变换 应 和 分别 为 U', U, HERA 
| AdE' (A) -| AEQ) —H, 

就 不 能 不 有 U'-U, 而 这 是 不 合理 的 。 ”证 毕 

至 此 特定 更 11.1 系 2, 定理 11.8, 定理 11.19 及 定理 11.14 
综合 起 水 , 恒 得 到 下 而 由 J. von Neumann 3] 久 的 基本 定理 。 

定理 11.15(J. von Neumann) 对 称 算 子 H, 具有 对 称 的 期 
ii Hi. XDPPRBHISRG-COH 共有 说 分 解 的 天 要 条 性 汰 于 RAN 
BJ, AA EF 五 的 Cayley 变换 是 丁 算 子 。 


$08 Wb Bi 8 Di 


例 1 YEE g 20 BTALBUSE i 的 算 子 ( 坐 标 算 子 th (01. 11) 
是 它 的 单位 的 牙 解 ,因为 这 时 威 立 着 


r AlE (X) |*— | valf EOI d " 
=|" elo) pnt, 
OT - ol] scs] 
Cj wy, 


(942 BRE $20 BIRRA TER EURO EIE 65 
T (2s) th-d/di, h2-0, 4HE Plancberel f3jsE3HS , 25 


205 $3113 AREATA A 
rH =U y ($) = ].i.m. A us Ll p?" Ay (s ds 
kr, U AHAT, H 
U-c(t)-U's(t)-Ums(-—t), 

于 是 如 果 利 用 (1 .1 的 UO); mifE 

E'(X) =0E Wœ U, (BR. 1) 
HJ LE&' (01 dr dg hrAMESFEH ye, sys) RRR F 上 st 一 0， 
oo) AK I4(—0oo, eo) IF, 积分 运算 与 微分 运算 可 过 诡异 ,而 得 


(Sari) th ato — (2rd) h- ace ey tds 


Pi = (2 P392 | y (s) 2 garish helo 


-— pg 


=h 1$ r grt hg (8) ds " 


Bp 


—U (sy (8)) (2) 
o e m sU wt{t), 
ERE noms 
(93:4) Iho d/dt —UsU-, | (583.2) 
TJ H-[^ MEQHE 
如果 ys), sy) 同时 属于 
Lj,(—9o0, 90) E lalo, co), 
Hj ^ Hy(s-sgwG) —U XH'Ug(s), 
H' = (2:4) *h-d/di, 
可 是 ,对 于 任意 的 (BE 人 ED) — $0), Jur 
g.()—9() 34 |sl mim, 
—0 34 [s| >n iF, 
Hil g. (3) , 5*9, (8) BERAT Lal oo, oc) E Laion, 0), A 
slim y,—y, $-lim Hy, = Hy, 


(53.2) 


F- 


Xd 


$0d uei. Friedrichs qus 269 
由 于 H' JE BE Eden, UTU ndegamo,mui URU K 
五 BEBEECI,.BI 
UFU slim UT H'USs, —s-Iim Hy, = Hy, 
Ads U HU xA uH 的 姓 拓 ,因此 
U CH'U-2H, Am (UC HT'U;' Un 1H'UCH*—H. 
FEA UCTEUU =u, RARE 
H'-UHU-— 上 ML E QU) = | AdE' (2), 


$94 HF, Friedrichs 的 定理 


36358 di FECE RE 29 E Job SEP D WI BERE, .打算 就 本 节 标 题 
所 指 的 予以 容 述 。 首 先 - 
实 算 子 GOL.) 时 ,如 果 对 称 算 子 到 满足 条 件 : 
raO cD), Hp zs(sco(uH), | 
EHH 将 实 什 责 数 遇 成 实 值 西数 ， 
354 五 称 为 实 算 子 。 各 沫 以 s AUT Ho): m) RER 
的 例子 。 | 
ZESBII.16 如 果 对 称 半 算 子 HH 是 实 算 子 , 朋 五 必 具 有 一 个 
Fi JE AER alo dese RET. 
EEA YAH EXET, EEE, E 
GEDY, YEDA, 
Ri d: (54.1) 得 Hz — Hz, JA 
(Hz, y) = (H2, y) = Hr, y) = (c, Hy) = (v, Hy), 
因此 H* ^U TE (04.1), 
Aux. He tis EH Iz H's-ccóm, 可见 Os 53 O3 


(54. L) 


Q EH'eHithstEUUm 5120 pR Jam U-GU 的 自 共 辆 性 四 U* —U gpl, 


710 FOI AKMAYA AHA 


RIAA E EE a, E, 加 果 在 DUn) — $t 中 取 
BLIOIESCSCACÓR pat, HIE 
3b ec DU o, Uan, M 
Ui 2 Cua = 之 Cua | 
EM Un HILH La bi, MWU BE UL BSpBibin. ERES 
Ui =U n WAHR T H: Wo H: EE H hA ee 
5-3 BJ RIERA MAIE) 。 

EO XDTGMSRUEBS BRA RET: D, SERV SS EIER SRL 
RETE IN DEET i 个- 这 样 的 简单 的 微分 算 子 来 衣 ， 如 司 
在 450 所 示 , 已 需要 和 作 复 洒 的 关 终 。 可 是 在 工 Reb C^ EROS SECO DL 
T RACCHIJCUR OR HEP L" (10) 一致 的 情形 之 下 ,定理 匡 .16 便 显 出 它 
的 作用 。 在 这 情形 下 , 异 助 于 分 部 积分 ,使 荆 成 为 对 称 算 于 的 达 界 条 件 儿 步 可 
以 我 到 ,把 由 这 种 过 界 条 件 之 一 所 规定 的 Lat9) 的 于 空 尊 作为 定义 域 DH) 
TIR DEREAT Hos 然后 依 定理 T1. 438 五 。 延 折 为 图 算 子 五 时 ， 所 
得 的 显然 是 实 算 子 , 因 此 由 定理 11.16, 这 EE 可 延 新 为 自 共 槛 的 ES, AR 
于 多 (Ho) Ke BART D(H), 所 以 及 Hs RIVER H= |X4E() 可 以 得 
到 Hors | AdE Oa, SORGE XU TAEA LARIH o € La(8) ， 有 La 
-[EQ)r. PHYSBTBAERBRS XH, ERE Ha k H, HH GR 
H: URBES SCRRREATRUER. Lo 可 说 分 解 为 La | ME 63s 的 形式 ,这 样 的 
事实 尽 可 自由 闻 加 以 利用 。 这 便 是 定理 1.16 的 -一 个 很 重 天 的 意义 。 同样 
的 规 明 世 适 用 于 下 面 的 定理 11.17。 

人 特有 界 算 了 于 5H AWRAT, WETEN a, RAT 
c —Ui ec 0H) 有 
(Ha, w) ajej? (OE ejr, (54.2) 
HUE 称 为 上 侍 有 界 ( 或 下 守 有 办) 加 。 


Lim od 


€ AmA BRA RU au A ECT) 


Mui 


-— e — a — 


$1 
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5L g EEE 0. 09) BREUI ER HIR >20, Sn(— eog o0) 
JETE Lal- co, eo) PSSRIEEESI-T EB GE" 
x(t; E Dr — Lal~ oo 90), 
E - 


aT TOTO € 0 Lai oc, o») 


和 和 从) 对应, 这样 得 到 的 算 耶 H 是 对 称 的 这 是 因为 ; 当 (00) € S (Cem o goa) 
时 ,由 分 部 积分 得 
[Co oscar EOT OEE TOFO 
ARRI ERTA 
(Hx, m) =f pæ (E) [sdt-- [^ aco aco aiig, 
Wc H ras. 2 mE 
例 & HEROS EP 的 区 域 ， q(2) =q Cta 7, Cn) TE R EBEELB 290. 把 
属于 DoM LG) BM f) BER 
—4f (2) -a(x)f (X) € L4UD ,- 2 MeERBEBSECTE 
HRT E ROTER EEBGET L 

HFFR A To TEENA) RE RH, 

E18 11.17 (Friedrichs-Freudenthal)9 t MESRE 
TH UBA bGRT) FARAH Am 五 , 面 且 它 的 上 【下 ) 
Ju -H 相同。 

BER] REA TEASA RREI, Di3E ESEÓB SHE 
UER H, SAAMIAAN H HLEBPRJIESSECI 41-—o6)I, REGI 


[d | 
(He, x) z|rP, ec 9D 


号 ”此 地 原 书 作 S=; A ÈR RAE 

© Ek.Fricdricha: Spektraltheorjie halbbesehrünkter Operatoren, Math. 
AND., 109 (19024), 465-4857, H. Freudenthal: Über die Friedrichsche Tortset- 
zung bhalbbeschr&nukter Hermitegcher Operatoren, Proc, Acad. Amsterdam, 
S9 (T9360, 832m 832. 


219 mE Bid 
(第 I 工段) Efe Y DD ERARAS 
(z, y) = (Ho, y), 
从 而 定义 新 范 数 为 | 
jef — Gio, 2»*. 
HRA pre-Hilbert ZEB COH) Serie BEIM Hiber. 
ARRA 0H). 
T 3XBIB IRSE dI EAR ESEA CH Y WT 
着 做 是 当 MFA, REAT: 如果 全 ( 吾 ) 的 点 列 {ww} 38 Og 
条 件 lim [s,—2,|'—0, W, ET fol ef, 也 有 im do. om] 
0， 因此 ,由 于 名 的 完备 性 ,存在 eO, 使 lim jz,—»j 0. 于 
EREMIA O B e ES (Iu) —5€ 9 OH! 时 ,这 对 应 
m.) m 
EA- Y. JoPE SL AGER, 24 DUI) MS XU (v) 
ERKA E Dm ly.) -0 HE Him [y, y] 70, gy€ $ Br, 


假如 (0) 与 (9,1 29 OT)! 的 相 异 点 的 证, 则 oy 就 可 以 了 。 合 


2 
由 
lim [z,—24,j'—0, Ém fz = 8>0 
H. ` 


tim |z. —0 


3k S IB EJ. AFARA SCHMY rRABSIBUSSSREE A FIF 
Hi: 
p* = lim (fz) Him l (Zas Za) = m REET Zad 


= lim lim (Hg, 2 ) = lim CH, 0) = 一 个 


lio Hata 


(第 2 段 ) AA DEY 作为 抽象 集合 时 可 看 戌 总 的 子 容 间 ， 
WELATI ELSE $ PED 


i 


$054 AF, Friedrichs 的 定理 nig 
$-3(0H90n9D, 
mÁmiBm-r eed 
£(H)C OC o (H^. 
现在 指出 ,以 这 个 希 为 定义 域 ,而 在 久 LEF E aye 
的 自 其 二 延 折 。 其 证 如 下 : 3p AGERBH H 的 对 称 性 。 m e, yed, 
HEF e, yE CODY, DEAA HG, e). 使 得 
lim [z,—2]'»0, lim [ys —vl' —0. 
MTAB de AC ' 由 内 积 的 这 篇 广 , 当 Tomaia gh PT, 
(Gs, Yn) = (Hm Yr) = (Ens Lya) 
keo HFS RARER, ERR 
dim lm (H tas V.) = lim I Eys sr) 
—Hm (a, Hy) = (v, Hy), 
lim lim (z,, Z74,) —- lime, Hy) 
| lim (Ee, ya) = e, v) 


中 的 任 一 个 部 相等 ,因此 A 是 对 称 的 。 | 
db. ccOQH),yCcS, M ' 
IG i«lzl-ivixlel«Iuf. — — 
Mum E G) — (2,30 ERELT DHV 稠密 子 集 D 上 的 ， 
Heg l EER, PEE Hilbert Å (Hy 中 
应 用 Riesz 定理 (8 他 便 知 存在 y EDEYE 
(v, y) = (m, y'= (Ho, y), ec SI) 
Ei. HAR y € SH Hy =y, BCUUGESLEHT 
vyED B y =y, 
这 意味 着 对 称 算 子 H hiik BD 和 名 — 1x6, KEM 11.3 系 ， 
H X E dE MS, 
(Fe, v) ep, vc S CH) 的 咸 立 可 由 上 面 证 朋 的 方法 得 知 。 


ce 


5193 VRECPUEO E 


THE ELIT EE JC BF hai ARIES ERE PH ARCT- 38 7I 
Xr BCIBau384JMIB EORUM, EEA B RREA 
关于 “正定 数列 Hergloiz EREE. 


$00 Helly 的 迹 到 是 至 


定理 12.1 (Hely) BRKE [0, 1] 上 单 斋 十 加 范 数 的 序列 
(o. C) 1 ERA IRSE 
Sup | o4 (8) | eo, 


SX BTE 2530 35 BU ACE: 20 (9,(0)) RER SERERE 9 H v. (9), 
舍得 在 4 (的 ax PE UB 0-801) 4 9—12 Ab ir 
lim Ont (0) —o.. (0). 


EEA XLO, 里 中 的 有 理 数 是 可 数 的 , PREE PISER AE M 
01, 02, Oss een EEZ] . 
91 (03) , VS (04) , 03003) , tet 

"HR VIE Bolzano- Weierstrass EI, P Bine sx-r A 
Den (51) , Vaa (83) , Vac (01), 1. 
FPE AA aA] ' 

aaa a) , Cay (09) , Vac (O2) ,. 7 
XS HUC SECE-A0) 

va (02) 4 a Ca) s Vat; COPE 


EH F, AAE 0 — 01, Cas ET EE 9, X sx p i a an 


| vei3-+0) -lim vo (8-8) = volt), 


" 
一 = =- eo a aae | 7000 


bs 


£55 Hely Bde 918 


Vic) (8) s Ur (0) Voc AO) e 
中 移出 子 列 
Vyn) G), Yan 0) a Csm D), 7 
PFET O= ba, Us, 5. Cari 收 荐 ,于 是 Dos 00) E PEDI 
pg (0) , vx (0), Osce; lO) 3 Va (OO. t 
1E 0-04, 05, ^, Ors ORE RE Ono (0) m 0. (0) , RIT 
— oo «7 lim Un (B,) = T; «00, 
由 于 o (0) 的 单调 者 加 性 , 当 040, 时 TET MAME 
infr; (Ox6-—lm]), 
v. (8) = [7^ 2 
lim e» (1) (801m) 
XE XN Co lO) 是 单调 增加 的 机 煞 。 
由 `, 


e inf r= lim inf Ty 
8D siü0 BSy&-84-5 


可 知 OsQ—1 Hf, e, (0-2 -0) —e, (00. KARMAR, SET 
£r B 8 (0-zÓ — D 与 任意 的 60 UH 0—9—22) 可取 是 与 外 使 
67-6,7-8 — 8670,70 — 256 , Mati fo 

1 (9) YS. (0 — g) => Ty F ., (9 —98) ; 
因此 

v. (8 —0) —sup v. 

ER, i osil, OL, EIJ v4 (8) Vh (8,) $ P te lim Yar (0) STI. 
Hi x 02 

lim Var (O) «inf vr;— Ya (0) — eto - T0), i 
MEE, Hx OAE, 0,«20, RH] v, lim v. (UU) 从 而 

Sup 7T,— 9, (0 —0) « lim v (8). 


于 是 在 能 合 v. (8 —0) —o.(84-0) Eh 0 (4B O-0-—D R 0-1 


216 B  PUNITOUBRDHAE 
A 4 lim Ow (0) IETEmDST 0. (9 b 


PEAREN RAAH v0 TTA ES — 
nzrigg9 o BIEHH Z0 P:R Ó — A a LÀ m1, RH 


e. (D) =v (0) = 3 Com Ga) 0.09), 


因此 o. 0) — o. (0) 221 38 BR B (02D , EA BC IE 
VO) —v.00..— BIBE, Lots lA) a 9,(0—0) 227 3x EE A (0A 
«X. ， 其 个 数 不 超过 2(o(D 9.0). A denos (4) 
— o, (A — 0)2-(n-I-1)7 M 10-72. , dI BETA (n 4D) (CD 
—o.(0)). JEA o. (0) E 0 — A RER, RK e A) — 6. (.— 0) 
>i, WAH TEA n=l MA n3 eu — m. 7 Om aH Ty 7 
成 立 ,所 以 o). PRSE ec WIS 

BETA EIS, UE lim o, (0) 不 存在 的 9 即使 有 , 也 不 外 平 是 
可 数 个 ,发 它们 是 as Aes Das …. RE (or (O) HFA ou (0) 
使 它 在 0 — As (o1, 2, OERA {ew 0) ) 便 在 所 有 的 8 
收 禾 。 


$56 正定 数列 , Horglotz 的 定理 
正定 数列 Rx 人 cg d dr 
烈 ,如 果 对 于 任意 的 整数 mw>-0 与 任意 的 复数 名, Ais Os RT 
bx EE V250, ` (56 . L 


MERTE 25 3E RE SEP 
例 O EUXBRT Ua TERN S63, 
Hy mu (n. = (UT, £) a=, 4-1, 0-2, 3 
是 正定 数列 。 


O ERFARER AREE A BEER T EIN E E E ek 
HERS, H HERRAR ELA ER R E — EE H 


— — qre = m u — € - —€—Á— € 


h 


" Tr A Liisi 
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HEIA WFA n, h U-]— (U*)"—(US* nu pAnBUXSUE 
cT. TE 
P3 u$ -rie Rd (UT Tm, a ji 


一 之 (U fx, U y s&- (9 £,UTa, 之 EU Ka zz. 
EHE 12.2 IEE {u E 
Ca ns | (56.2) 


Uy | Aso + 

RES 于 (6. 了 中 全 n—0, £4 —£, $8 us £620, 从 而 20. 

Uie F TERRI S, 及 1 可 得 
ug ÉÉ TT (Ua VE dc. Ep) Honn =O, 

由 于 auc0, AASA LARA, Fea n=l, ikh, (+ 
T 9 $ s. — ua) 的 双方 村 成 为 实数 ， m te Ton —5H. s HA Tg4E Ex 
rem. É =ne” 44 9l (24,6) H>, Hx 0 iE 5 re?) 一 一 | tn | Bu 
| 5, | SE " 

EE 12.3 (Hergloizs) 对 于 正定 数列 (us. P] [0, 1j EJ 
BH ALELE SEC f] o (9) i AES 

u,-| ene) (a=0, +1, +2, …) 
成 立 ,大 且 这 样 沟 e (6) 在 9(0) 一 0 的 条 件 下 是 唯一 确定 的 。 
e= Í, £,Q—6 717089, "+a 二 1 
天 得 ] 
| (sm X. uarie SS (1L LED) ug Amika 
TERE JI pu CU) s PAEL m EB O SR IERAM,TH 

lh = Ht (on — F: | )t | Pa (G) erikoda 


== nt (ni 一 b | 1 [ an (0) jo Un (8) -| pn ‘og. (56. 2) 


218 | PLE MArie 
HF Da (8) EPE: d Va (0) 关于 4 Wp H. 9a (0) =0, va CL) = Wp, 

于 是 可 应 用 Helly 的 选取 和 定理, UATE HA uH Ero XE SR 03 
Voo (0) DEM BC Aow (0) F ,使 得 在 2..40) 的 连 秆 点 9 (IB O01) 
及 9=1, 有 lim ow (0) =v. (9), 

因为 e?709 在 0:0 1 — fex ift, 故 对 于 任意 的 8s>0, 可 将 
[0, 1] Zi 08,6, 6,1, 使 当日 与 g BRE TS IE 3E 
及 一 个 子 区 间 有 时， 总 有 | 一 ee 1-2. FH Dqg Ainsu2E JH EH 
Erol) APER URB AXuE— BS EIER. BDERO0G—1,--e.2—1) 
还 可 以 家 为 es BaxERSE USE, HEELS AGEL, s) ARA 
lim vu (6) —o.(03. 

iH jg. (8) =g "i OA ex OL. ( 3 2-0, 1, =, 8—1) HbA, 
由 于 mt0) —0, 有 


fo amdon (0) $39 0) (wo 0) — tu (0) 


END (D = £u, 


+ 


IRDEE XF 
2(8) = v0 — 0n OECD, oD -v, (D), »(0) -0 


Jide (5) -5 ge (05) Oa) 08) | * Ets, 


&—i 
lim i eo, Ora) — ow (8) 


i 三 必 


k— 


Hi Tig, f CCRA —o(9)) 4- (3—e209t993, (OQ). 
由 于 82-0 的 — 有 
lim | " ime das (9 = |. e? 9d (O), 


于 是 向 (66.3)， 


m 


$58 1E. BHerglots inj EM $10 
i i 
tig = lim gy! 【rz 一- | à | ` u | gto, (8) -=f grita ay (8) . 
JR. v(0)dEv(0) 0 条 件 下 鹤 唯 一 确定 的 症 有 明 AFEN 
v (8) 有 两 个 , AEE wO, RII wo (0) 7H FEE 2E BER, 
并 满 是 名 (0) 一 0 及 
| erikegy (N=0 (k=0, +1, +2, =), 
我 们 只 须 内 此 导出 w(0) eo ET, HW dE bx. 首先 对 于 ern 与 
e? 的 任何 多 项 式 已 (9) 有 | PO dw) = 0、 但 因 周 期 为 工 的 
fripxkEEREEEJ(0)9H—4828zX PQ —d$olb 3er CWeter- 
strass) I | f (0)dw (0) — 0, At bos 6. HERTA W E 06 
«BI Ba (B) EDE AL Far 
f4(8) =0 (在 0<0<% 及 heOI) 
-1 (在 Botn 1s; 0 0,— n7t) 
-各 性 丙 数 ”{ 在 其 余 的 站 ， 
igi. ibis |f, O dwi) 一 0， 从 而 全 >o0 时 得 
w81) w (8o) — [, {lm fa (0) do (0) Yir | F.C0) dw O) =0, 
因为 ao (8). BUTS ASI oc er Hefe ee, (9) Da i E. Ze Heo dk 
ro, IBAE, FE, 由 w(9) KEDERE, 对 于 性 意 的 01, 的 GR 
0:05 01 ,根据 上 式 可 得 
w (B3) =w (9. 
iX dE. ARR e(89) pud S8 ESI Oso). (8s BE Pa 1 05, 
Ono 4 Oes 则 根据 上 式 就 有 w (Dus) =w Ona) FIERE. BEAUXE, 3 
O«cO-«c1 Bb w8) 一 w(0) -0。 由 此 所 可 得 w(D) —0,. RUE 


T— US SERRA UR ORA 0— | Fdw - f (1. 
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8907 ESW-FRUHIAHAE 
定理 129.4 NC-PnSESCTU,dpiuGE 


FO) -—0, F(D—I, (57.1) 
F(8)F(0') —F(min(6, 80) (0x6, 08'- D, — (57.2) 
F (0-40) =F (0 (57.8) 


的 单位 分 解 {了 (由 }, 使 
(Um, y) =| ea ur (s, y) (s) m Ü, Fl, +2, e) , (57.4) 


mtn 太一 | e"ar(). FELRE {了 (0)} MAE 
RE ”应 用 前 定理 于 正定 数列 {u}, us, — (nia) = (Ua, 2), 
就 可 唯一 地 确定 使 
(U's, s) =| edol)  (n=0, +1, x2, =) 


Jor B3 58 SAEC E a HE o0) = 0 BIRS 0 (00 =o (Ge, 2), 
现在 分 
oin, y) = i (v(0: etg, &-4-y) — e(B;-- y, m--g) 
" 1-é£o (8; siiy, cd- 44) —4v(0; e — iy, v—4)1, 
] 

(U"g, a — -[. e" ^de(8; m, y) (n0, +1, +2, +) (57.5) 
成 立信 。 可 情 前 定理 中 险 一 性 的 证 明 推 知 , 当 c, y 固定 时 ,通过 上 
AAA, 满足 (67.8) BUS BILE 2E Hoc BB v(0; v. y) 在 
lO; m, y) —0 Z& VE TAIE HL Sg. 

由 于 这 个 唯一 竹 , 可 见 o(0; m.s RI (Um, yE EF o 是 加 
ih ps (BT. 5) 3 TEREP UENDE = (4f, L's) == (U77 , w) p Y PaP- 


6. 于 于 HI Hilbert Vel pR EEG EURCT- 7. ATYA: 
Go, yi =A E obw), GT) - Cir), RT wy 
etigh) SUP (5 — dy) . Qv — 6035; 1, RETE 


hi 


Fh 


BUT pq Ez put 
性 也 可 得 到 | 
9(0;m,y) —o(8; y, &), (B7 . 6) 
EE, EH: soll; m, c) sw e(0; m, 0) «v(1; v, a) BinTfS 
le(8; v, y) l*sto(B; m, m)o(8; y, qr) 
«e(l; s, a)v(1; y, V). (B7 .7) 
Ze MTS, BRE HH AJH (57 6) pj Bchwarz PEA 
| Cm, y) | Te T {yl 
HEERKE, TOT.) A 0 —0 得 
e(1; m, = (e, y), PREUX o0: 9, y) — yl, — (V.S) 
因此 o (0; v, y) 作为 9 的 活 档 是 有 界 加 法 的 。 于 是 牛 Riesz 定理 
避 确 定 和 处 子 00 使 得 
vO; w, DF y),  F(0) —0, F(D) 一 了 
F(0) 的 有 界 性 ,可 由 057. 站 加 下 推出 : 
| Oa, y) | = joð; m, y 
<O e, all y, y) le] Hort. 
LJ (80) BAE di (7.6) miam. APE, (57 .5 就 成 为 


(Ug, qr) - | emacr (s, y) (m=0, +1, +2, eu 
从 而 得 到 
| em PODS, y) = (Ue, y) = (Unt, y) 


- (emma tr), 9) 


1 Bg 
=j ema if’ grime q ( n (gn t. y) |. 
ELT CF (6)m, y) -v(0; vw) 的 右 连 炉 性 ,上 式 右 这 的 { } 也 是 9 
PUOI, HÆ 8-0 处 艳 为 0。 于 是 和 证 朋 ol; v, y) BHE 
一 钼 一 样 可 得 


Dmm 


222 4riack ATAR 
(PO Ue, y) = | eFatF (9), y). 
但 此 式 左边 , 由 于 F (0) 的 对 称 性 ,又 
= Ure, E (0y) = | 2a, Gr (9), F(0)) 
= [errero gy Ge (0) P (^o, Y). 


HRR ode, 四 的 敖 一 性 的 证 朋 就 可 得 
GF (8). (87) e, y) — (F (min (8, 9^) )e, 9), 
也 瑟 是 
FQ) E (5 =F (min (8, 9), 
因此 六 {从 是 射影 管子 。 
 SuíE $61 (定理 11.9) —pERT An FF (0--0) 的 存在 ， 再 用 (0; 
$, y) — CF (0) v, s) EARR AETA F0) -F(9), X 
I. EIBIESTRIEHH rjr ag B HH ur (9)} 是 叭 一己 定 的 , 证 党 
BONES 工 对 于 Yi) E Da 一 ce 992,475 ely (9) 和 它 对 应 这样 得 到 
INE Ci EEATT, ug X {F (0) tossa 如 下 : 
如 果 ur cecim tI) (a=, —1,0,1,-2, HI 
| F(0)y(s) —y(s) Mj sare -Harrani 时 ， 
Fi)y(s) 一 个 34 32rp-34F<3 时 ， 
RER E O oca 是 单位 分 解 。 这 时 点 0=:61 一 p< 0,1, dm RO E 
[05-13 05] 的 内 点 ， 且 8 以 38 AFR (mod 23) 是 [2s 25 44 220;] 的 内 点 起 的 
is WA b 
dy (9) — BY eet GP) -E 065:)9(5) = (8e) (a), 
以 而 
| Hay Sia (E (O,) -E (80, 11)| = max | eis 一 Easte3| TAE 
与 # PEAREN 
(Uy, z) = 上 esis (I OO) ys 2), 
渚 分 解 的 例 IT ea) E Lae c), atl 3H (0 对 应 ,这 个 
O BA 200,4, 2x80;1 Pa PLU 0 [its 0 X, 2x BS XR. RUE 


2 


E E 


FES 


Fun "- 


$657 Pure 2i 
4r-Y-U,JXLERELDTY o. tf Fourier 变换 


中 


yig) = (Ux) (8) 1.) m. (Ar) | etn dl, 


SPP xD eel) Ue GN 
- (Um) (8) —e* (Um) (8) ey (2), 
因此 得 UT,—04U, 因而 
T,2UAU4, 
dn £F (0) —RE QU XF () U) AR DU E ITE 2558 


(go, 2) = f giniéd (UIE E &) , 


UM = -p IL PE M pm a ēa—— {Á 


第 13 章 "M AE fl P5) BH 


ATHARE 11.14. HRAT H WEBBER UR SE Ze DC ER 
了 ;但 是 当 Hilbert =H S 不 是 有 限 稚 时 ， B T trnr D HSCRCSRERRHESAE BEER 
"uk BRE", DORÉ ERAERS Ed EERE Y ERAR 可 是 如 果 互 是 
RRRA, Mer HRR, 35J-2 阶 入 型 常 微分 古 程 的 Sturm-Liou- 
ville 昏 边 值 疝 题 , 它 的 特征 图 数 条 的 完全 性 可 以 精 合 着 由 该 则 是 的 9reen jfi 
狼 所 作 的 积分 算 于 的 信 连 秉性 来 讨论 。 这 样 一 来 ,不 仅 是 对 Fourier 琢 数 或 
Fourier 积分 而 且 对 出 现在 数学 物理 中 的 许多 特殊 移 数 和 柔 的 有 关 展 开 央 于 
BR — Ir 586) Reis CORO [aot T ved 


$C0 BELZINEX-rim 


EHEBJREX ux REHETG.H 站 人 一 各 ,对 于 复数 入 可 根据 
T,—=T—AI 

EBERT UBL PA fee T Rg petra) 加 以 分 类 。 首 先 , 若 并 
不 具有 适合 DO “一 名 HERGA T TZ" 时 ， 称 入 属于 了 的 蛮 
SI. 因此 SCD 的 点 还 可 进一步 接点 详 (point spectra) P (T) , 
SE ERES C CP) , 剩余 请 (residnal spectra) BR(T) 的 二 种 来 分 类 。 

Tex HE, 

(i) AC P CD) 意味 着 和 (Zi = Zcd£ , ERER T RRA 

ETE: 

(i) A€C(CP) BHA TL miTOdEWGEBDH DOO =9, 4B 
T;' fT XBÍR: 

(i) AC RD) EIRA TS RARE H DDAN, 
HIET El A C.P CD) A 389 T AF flc cU E, 

XC SDEETSE TF, 下 面 的 定理 抱 立 。 


"ww 


PT 


808 Bk WCY Wut 225 


定理 13.1 对 于 自 共 辐 算 子 五 ~| MEQ), 

(i) SCH) ÆR EBU3E Tr. 

(i) AoE P OH) E Qu) + E Qo —0) 808, HIIT A 的 特 
征 空间 和 B CE o) — E Qu —0)) —£. : 

GD 实数 不 属于 (EH) 的 充 要 条 件 是 : 对 于 包含 jo 的 某 
FKH Oa, 24) iff EQ) =E Oa), 

Uv) MoE CE 的 充 要 条 件 是 : E (Xo) — E(Ao-0), HA FE 
& ^o 的 任 赛 开 区 天 Qas ?有 E Oa) E Qa). 

(v) RENEA, | 

MED Ge (G0 x0, MERAT -uD F 

(H — T) -1 | (A — p) d E O) (58:1) 


Wok. sksk E, KERETEN, 和 推出 (51.14) 
— FE Pr 
[a~an a] <mplu-a f a RO), «€ 8, 
f (58.2) 
可 昂 | Q—u4EQ) 是 有 界 算 子 。 将 下 式 写成 近似 和 ， 再 取 
上 极限 大利 用 (51.4 ~ (81.6) A 
| a-man f 0-305] 


| ael 0-107800) £0) 
| (A —p) A (A' — n) 3 dE (4!) z| - NC DTE 
| a= iE Q9 [^ AEO) al 
=| eoe 91-1) (EOE O) 2] 


“| m0 A-B el P Eea 


226 5193€ 特征 值 间 是 


成 立 ,更 困 OL -&D - [^ (.—,94E 0) 就 得 到 (58. 了 。 这 样 也 
REIT D. | 

(w) 的 证 明 假如 QC R(E), Hg G), Ao 必 为 实数 。 根据 
38 (12,)*— $((H -WTD 9 的 假定 , diem 2.2 将 存在 yo 
ELE), MATI s€ DOT) A (Aey) 一 0， 于 是 
CH, 4) = (kom, = (2, Aoy) , 得 到 gy C CET) H. Hy =h. 从 


TH Hy 一 hoy, Mo BEAT R(E) MAF P(E), KETAM 


了) 的 证 本 由 (51,14)， 
EMD | [A—BM[MIEQQs]* 58.8) 


于 是 , 由 于 EO)e 关于 入 的 右 连 纺 性 (01.5) 与 召 ( 一 co) 一 0 
~ He-he WERAK 

在 和 > 加 时 ,BOY e= E(Ayr0)g— EX), | 

FEAA hh, E (A)m-— E(À, —0)m—0, : 
从 而 利用 (51. 和 一 (51.6) fm 

Hae-À.5 30 (E Oo) —EÀE(Q.—-0))co—-c 

是 等 价 的 。 | 

(Hi)ByEEUS ”和 如果 实数 A. 是 CS(H) ,那么 自然 AS EP (HD), 
因 些 HI $E. HH, BEERAQCSCH) RA coH), SLE 
上 而 襄 过 RH) 沪 实 集 ， 故 实数 )oES (五 ) 的 充 要 条 件 就 成 为 
五 ,= (H-D Bog Sid dC ECT HU ,但 由 定理 1.6, 这 又 等 价 
于 存在 某 正 数 o, 使 

IUI—A.Ds|z-elel, sE DH). (58.4) 
iic d (58.8)'E xS Tr TAR E: 
l' Go-2)EQ)s[*alel*, sc20D. 


HR Au, Aa E Aa Ao Aa H Ao Ap Aa Ag aa， 候 如 这 时 存在 
Ey | 


LO 


aman n 


&59 sr nEEIBE,MKrrylofft-Weinstein 的 定理 297 


CE (A9 —E (0) g EU 
hiat 382. p (O1. 4) REGES (08 . 4) ZY- Jr BARIER. : | 
r (4 — X9) d [E (X) CE (43) — E 049g]? ca] CE 03)— E O49 yl. 
HEEJ ESE AEEA EREE A Ao BFE KE Oa, 04) , 
BifkEQ-—EQOs. 
REAA 3k $05 BET BS L(—9oo,co) rni 4 RC 2e 
3 ak, 一 切 的 实数 各 BEST EROS. 这 时 了 不 是 有 界 段子 。 活 
-ooxa« Boo, 对 于 属于 Lala, B) Ba m0, Ar 6r) SI EGER 
HRT i 虽然 荐 有 界 和 的 , ERISEAD AGAR BUT ARE UB , 因为 不 难看 
出 , 浪 时 单位 移 分 解 I A 还 基 
Bt 时， EOS =0, | 
ALESKA h, EO (D= D, 
这 样 朗 使 对 于 有 界 算 子 也 出 更 了 连篇 讲 。 


(51.11") 


359 riTRXEZDER, Eryloff-Woeinstein 的 定理 


首先 有 
定理 13.2 对 于 月 异 的 对 称 算 子 且 , 有 
SUP 太一 supe, D), inf i=in (He, s). LD 


AcSCH) Bri el E(H^ Isl 


REBH ā ih 器 的 对 称 性 有 
(Hs, v) — (c, Ha) = (He, v) 5c ER, 
因此 sup (Hs, m) =a, inf (Hz, 2) 7-05 "7E TR o 
Up AS Qa 的 证 明 SE AQC SCHO, Wh 18,1, 存在 为 二 wo 
Lio HU A3, A3 Ej mo, a SO, 使 得 (五 (0.3) TE a) jæ=y E0, 国 
(EQ) —HQ04)) 38 EE SET iX 
(E (A3) — E (a) y = CE Qu) — E Qu) e =y 
Ag 2:7 Zan =Y E T JE, 


d Ap l1scxe deAEbl E 
jz =i, (E (ħa) — E()2-—z. 
TX OL. 10) HA (1.4), 


(Hz, 2) = | MB Oz, 2) = pa Eoo «t? 
=| MaE) (BO) =E a) 2h? 
= a] 09 — E Aal, 
XX HAB A Tio, Aa 4 Ae 得 Hm (Hzr, Zu, a) 7 ^o, A. ifi sup? 
= Bup Pay Og. " 
GC SCHO BEES RAI es c SCH), jhe 19.1, TE ^. 
Aa Xr Aaa MO. H E) — Eu). TER OLLA 
I= E Aa) HE a), 

-EDE Oy =E (GE an) =00, 
Linta EGG) y 0 的 3 或 者 存在 E QO10wz0BRweO, 
与 此 相应 ,全 

z= (I—E(x34)y/ | (G-E ay | pE u= F(A w LE w| e 
i, Ri | 
iz] =1, (I-E (23.))2—2 或 D =Å, E (A u= t, 
而 由 (81.4) ~ (51. 6) ERE 

(Hz, 2) = Dal Eos [1800 Q — BCA) al 


= [AA BON): > a, 
duo 


O SE BTEOEBIEUUEEI— E (4) 0.5 EQ) =I RR — 7X. 
poni 

全” 此 处 原 书 不 过, 应 豆 为 整 者 EQ) —1. — RAE 

O  nmobivuWoydE ue eB CE Abos lid, — RRE 

O ib ved om A Imwumw4. — Exi 


¿a 


£50 BEITE m. Exyloff-Weinmbein 的 定理 2p 
(Hu, u) = [n2] Qui = [adi BO) E Oul 
-| Adi EO uA. cog, 


这 些 午 不 合 运 。 
这 样 就 证 明了 了 (58.5), 
注 上 而 的 第 理 可 看 做 是 性 变 分 法 中 通常 采用 的 对 二 获 形 式 的 前 健 间 
HA O JE BJERE Hilbert 空间 的 畏 果 。 
定理 13.3 (Krylof-Weinstein B H XjpE HE SE T, dnd 
对 于 SUD PRIER 1 RE e AMBT 
s= (He, m), awf Hei (59,2) 
HRS, RIDSIPAESERU 670, 存在 着 AC SCHO RUE. 
&,— (82 —a2) eNet SEa pe, (59.8) 
征明 ”因为 


B:— (He, Hz) - poat Q3«l*, 

a, = (He, s) — [xai Qoa, 

ol? = Jd E Qoa? 
Be gioi |a] E OO ol? EAE [ al oos 

= Í aa) AE Qoa, 
FTE, Bán (59.9) Bra H BR Ao ERA E Oo A EMEBUBE , Here 
图 (4 —o,)* 2 ((82 —o2) ? -8)* ER ARE, 由 (51.4) — (51.6) 将 
BI 
Pime i (pima 7-Fa)*—9 82-42 

EEr EEE, 


r 


DO EME, WRAN EJEA MR. $1, 


380 t AGER FIE E 


注 BRAEM JU RSREUE REEL STE PR E IL — , 35d 3E VII ER 


Sod de E RPHATRI ZS BE. PA Eat EH 250235 $25 d EA 04-92, 


$60 TERMENA, Hilbert-Sehmidt 式 的 
展开 定理 


PARRI ARE DA AERE ($42) © 。 部 
定理 13.4 gt H JV PERDIET EI GO UD RA 0 
外 的 实数 ;三 REEE ERA A, HETRE 0 DAR 
Ro GDA H 的 不 为 0 PRERE A AEMP EE €, A RE 
Ho | 
OEM g H= xdE 时 ， 如 果 闭 区间 D, AI 不 会 0, 天 
EAA] — EQ) — E QU) BAREH KER, JUUEA T: fpc 
然 的 语 , 旭 由 于 E QU, MISENA I n HESEBIRE SET ERE BERE 
BI L6, RS RE 
EQ, Ngo, (j71,2, =), 
然后 根据 定理 8.1 {ERER (ui, H pi Bessel 不 等 式 将 有 
w-lim gj 一 0， 因 为 ji 一 二 依 H RRE GEH CT) 
是 强 收 敏 的 ， 于 是 由 wm y, cO 应 有 s-lim Hypo wlim Hyr 
—0, EA 
Hy — [rale Gv l= AE ar 0/7) -Ey 
= [aat (60) -Eyl min CA], 1219 fyl’, 
双 不 能 有 sm Hy;—0, 这 不 合理 。 


由 此 , (i 与 (iii) 得 证 。 其 次 ,很 如 加 0 EFOD, ibh 
EE 18.1 Bg (rv) 将 有 s-lim E (A —8,4a-- 219 —O, 但 是 ;如 上 上 记 示 ， 


armbrumrrum 


Co PEDIS do BEERSAR. Blu ScSEURCEC Y TRE EL10) 29 iH, AE 


x 


rE 


m^ 


861 作为 展开 定理 六 化 的 Srrm-Liouville Z9Uihi HR ， zi 
98 (E (49 e, hte ofi BUR BS , KAP E RED EE e LO REIR 
ARRAST 0。 因 此 对 于 充 修 小 的 s>>0, 不 能 不 有 Eos, 
Ào1- €] — O, Tfi AEM 18.1 B Ov) ,这 是 和 Aoc O CH) IE EFIR 
Bu. ACEEA 0 及 外 的 实数 。 | 
3 (Hilbert-Schmidt AAE EH) 对 于 作 章 药 YE 总， 
y-1E() —E(0—0))y--s-im XP(G,)s. — (80.0) 
RESA 由 (51.4) 有 s= s-lim {Æ (A) —HEH(-A)he, H A 
{E (4) — E (,—0)) - P(E) 就 得 到 (60.1)。 
.— 861 作为 展开 定理 之 例 的 Sturm-Liouville 3/5768 IER 


|. BR —coca-Ü0«bcoo, Hga Alae, d] EETHEN , 0$ 
ROME 2 OU AR T 


Log — (61.1) 
的 Sturm-Liouville X324 sg 
Lm, aux, (61 . 2) 
| ato (a) Sina s- 0, 3 (61.8) 
z(b)cos B --z' (b)sin 8 —0, (81. 4) 


在 此 h IRER, a, 有 为 实数 。 使 1641 .为 一 (64 和 具有 不 恒 等 于 
O ERE m (E) 的 入 称 为 识 边 秆 问题 的 特征 值 , En CO RECAP 
ARREN, FEEDER Lao, d) BUSCAR ERES, Bp 
定理 13.9 特征 值 则 明 (61.20 — (61.4) 的 特征 值 全 是 实数 ， 
ETHuER—co 或 ce 以 外 该 有 聚 点 的 可 数 全 合 0. 和 应 于 各 
特征 值 A, 的 特征 凑 间 C, &La(a, b) 是 1 REN, Hm, HR 
h y (O € Lala, b) TEIR | 、 
y—slim ©) P (Cady (61.5) 


om |Alan 


的 形式 。 


252 | 第 起 章 等 征 信 阅 题 
年 ”党 取 号 市 的 特征 可 和 散 p0 c En. WE 
P (96,0 yit) = (| ys s ds o, d, 
这 是 因为 
yt) =(| vy pds )o tt) + {ye EIOS AGIA 


WERA li € Er, 第 2 项 和 和 gy EZER PIG fol bna a (5 20, 
Ha-B-0 hse. HORN) y) € Lala, b) 可 在 Lala, 0) RRES TF E 
(61.2) — CO1.À3) BT 9E YD EIER S 
AG sin (E z i-a) (n1, 2, -., 
Fourier HEIT, HAF Fourier AA 六 理论 就 全 在 Starm-Liou- 
ville ZREGE IRR T. FER aoo, boa, PATE (61.5) 18 
ahili Fourier Bi eB La MRR AR AE ARIS CORO) , 
为 了 在 便于 导 刘 一般 展 开 定 理 的 形式 之 下 来 证 明定 理 13.5, 
”我 们 先 复 习 一 下 微分 方程 玲 的 知识 作为 准备 。 
AS IB Pr 一 好 BW THECA T 
w: (D, A) —1, £10, 4) =0, z4(0, 1) —0, 0, 4) —1 (61.6) 
BURBERRY BS JE i G,A) m 0.20 , "E T ET A RCE [| <00 
A HUE) , JR ED A BUSEEER TEE, KA gO ERRERA A, E 
f] i8 JE. : | 
zi (5, A) =a, X) , mat, X) mm, A). (81.7) 
能 在 UStd, 
LiF G, A AF, XA), LGE, M) -AG, MN), 
Hh Green 的 积分 公式 得 
A)| re a- | (rne - er. rias 


-| {~ FG" --GE" Wt WolF, G) -WF, Gy, (81.8) 


TER 
W,.CH, K= HQoR'0) -K {DH H. (61. 9) 


861 作为 展开 定 璋 之 人 昼 的 Sor m-Liouville Ayti PERS 223 
因此 , 61.8 IA ASA, Bion WE QG,2),6 (2,20) AIR TERR 
t. NIC EE 

WF A), GG, X02) —0 05, (61.10) 
gi Bt : | 
F(t, A) c wali, 202, GOD, A) — —mn G, G'ib, À) —oos S, 
ALEURESE, G (0,10 P E SHIBA E G (5,2) — —sin B,G'(5,1) — cos B 
T HG -—AG EJE. 这 样 就 有 
ORY HF A), G, 20) md, ho08 Boy ( b, A)sin B, 
ES Ut, FE w (A9) —O 和 说 wo Si a fs [o] n 
Tan = Aot, r } | 
1-200) -O0-24' (0) —0, a(5)cos B-3-z' (bising =0 
BREIE f. Cfi a (5, Ao) RETE RERO) Jt ed — [51 3E. 
定理 18.6 对 于 尾音 的 实数 8, A BEER E 
Talb, A) cos GG -- mS (b, Asin 8 


REBH RE rode, Hjh La (5,3) — Aon (6,39) J& (81.8) 
TH 


Ga 49) | o6) (73) d! 
一 证 se 人 ty A) , DE, Ao) — Wilt, Ao) , mC, Ào). 

iih 0, 国 为 4G, 和 0) 3a e, Æ £—0, t-5 XII AR 
Pko BEHT (As) EO 与 htio 而 关 0， 这 是 不 合理 的 - 

对 于 和 侍 意 的 常数 ee 一 和 人 terat A) M Lasia 的 解 。 
入 决定 e 使 在 5 Nip | 
iti (D ,2) tera b, A) 1c0s B+ (i (b ,À) J-ezg(5,X) gin 8 =0 81.11) 
SRE FERGE e SERO), Hy 


__ 23(b, Acos B-ro (b, A)sin 8 
b(A) alb, ACOS Bas, hsm B " (61.12) 


r un y Fal la EEE r LT M| TLL. mT.. à i ETFe 7am 
—-—— 一 一 一 一 一 = 一 一 一 一 "—— 


254 $543 3t EUER P 

Pr xx d A iar m m. pr bL A gs ie, Da BER: ok 

lt h (A) —oo $a A, ALLE 1,00) BS pA ETE A ZBTBIEJSC RICE 

上 。 FÉL) =0 PARS AE bA) 的 等 点 ,也 不 外 乎 在 和 至 儿 

HEA E. 

gu ii —f, ME a(—0<a<0) 873 I ARTE 

{ria A) 4-5, (0 e. (e, A) eon ot (ri (m, À) Nr) ein a= 0 
— (61.11) 

FF A Bp edd 


o. Sila, )608 atrila, Asina ) 
hA) Us (a, A)cosa3-ws(a, Asina ' (61.127) 


la (A) RRR RALIS YESPHE A ZRRIBUSCRECZ E, 
定理 13.7 AR. f (0 3 La, 6] ESSERI GREC RUESS 9 c JAA 
时 ， 
TNOS aty (a, A) sin aæa=0, 
v (b, Acos +e (b, A) sin B —0 
愉 有 一 个 解 m. 20 , Eh 


-«(t, X) =| Gealt, s, Ja (61.14) 


Rie Jos Gao HAMRE (61.2) ~ (61.4) y Green HORE, Bn 
To tty Ad Ba (s, A) Wai Ea wo) z5, 


—a" 4- lg) —Ajmm-f(), axtxb, 
| (61.12) 


Gu seht M -{ a, Dml, A) /Wi (os m) (en, SET 
{R : 

Talts A) =w (t, Àj 十 机 (A) Ss C. A) + | 

Cy E, A) = A) + A Ta (i, A), | (61.16) 


: 钙 明 首先 由 (61.6), (61.9), 

W, Eng W) = Wes, wa) — Wo (24 Hiang, witb) 
= Wo (45, 24) 3-5 Wo (m3, 04) HW (a, 23) 二 有 (Ea, Sa) 
=0— htt — 5) 150), 


r: 


SEL MEX EAE PW Siurzm-Liouville 23:445 [2] 28 239 
也 就 是 
Walaa Doi =b (A —509, (61.1) 
可 是 | 
Io- 90, Hil 0) —L0) «0, (61.18) 


事实 上 ,假如 如 Wo) =la (A0) HI — ho 时 =a — 2, 738 (61.2) ~ 
(61.4) RIRE Ab LEGE Mo A (61.2) ~ (61.4) RREME (n. — 0s 2 
KERRO. BEANIE, 2o 就 不 能 不 是 实数 , 这 一 点 可 和 定理 18.4 
的 其 明 同样 地 看 出 。 | 

FAN o0) 0, Gus t AIF t i MIU, 并且 因为 


SE, A) 


c(t, À) “TO hh e P" Af (s) ds 


SUP 


| LEE wo (5, 2f (8) ds, 


得 
OO) | | 
~ ab (d, A) | wa (8, 20 f (5) ds mo, Aalt, WFD 
to ca 0,23) | m 6s NF) dans (t, X) (45 MFO 
= ah (8, A) | ass NG)as 
—at üt, 3) [ a, WF (ds, 
一 (OO ~E O3 e" (y X) 
— —a (f, A 4f (s) ds — wt, Awal, 3) (f) 
at (t, A) | ms (s, DF Cs) ds E, 292. (4, MFO 


=at Df vals, DF (0d o1, Df m, DF) 
EQ) Of, 


236 2193 a ir M DDR 
再 由 Leta = Aa, Lita = An gae H aO Aef a. EE 
F mo 9s SAREE =a, 1 一 的 边界 和 条件 ， 而 知 MEE + 一 4 
A i—b 的 边界 条 件 。 

375 , Tc 901. ETETRS TRO EUIS — RH RR LHP 2. £O) 0i RS (61. 13) 
WEA #0 的 解 , 而 和 将 为 特征 适 , 和 SS 00 S50 相反 。 说 他 

An ERR, (01.19) deg iE fü 7: FR 6,00 —68 00. BRE) 
RA, 但 是 这 个 画 数 在 S00 00 PERA O, AA, rA GE 
fi zs A Bier scd. ESSA vri HERZGUE EX PAL SCR 85 KC, 
计 是 站 在 着 不 为 46T. 19) BEER EB Er hs bs 5,7 1 0, copy 
实数 Aos-0, 24 A= Ao REL 14 4 EEAE X Ekm E A= Ao ECOL. 13) 
Kae — P5, nO. E M AEBS IB 

在 这 里 ,我 们 有 一 个 算 子 G9: IT f G) € Lala, 5) ,对 应 已 

GAH O =| Gaol, s AS asE Lala, D), (61.19) 

Hà (G1..15) 可 知 攻 是 对 称 的 , m H Atc 8 各 所 示 ; G JE A389 97 , 
于 是 对 于 这 个 各 可 以 应 用 定理 18.4。 识 o) EL, b) 是 神 应 
T GO WBMBREUERR w EFIE RSE, HA | 


i _ b 
HP (f) 一 (Go) (D -| G.. (i, 8, Àp) g (8) ds, (61.20) 


B 35 52 O0, EME Go OS LGo-—AX46po--—9, 
从 而 1 一 0 JESREC 9—0, dex. TE Gs, 5, A9) 的 回炉 性 ， 
(61.20 的 右边 就 是 Kg (0 , AEE, DXEEG E. LEE, 可知 
HPE MEE t—a, b BUILT (061.9) — (61.4) & 

( —1Q Q) + (a0 — A9 (Qup(t)) = —pQ). 
FEr=p NDW A= hom a RGL D) ~ (1.2 SR. 反之， 
XE A= Aom uw fi (61.2) ~ (61.4) hhf o= p 也 是 (61.20) 的 解 ， 


0 因 沪 没有 假定 pO) HE, MAFRA TERAN DOR LGP igap 
=p NC. Ebey Hilbert EH] Teab ARETA RME DiGg Apr e, 


$62 BOT (61.6) G3 JL oA, 257 
IR B5 LILIE W Ro . ! 
AiE G AVETE BERE RU: (01.2) ~ (61.4) HERNA OE 
— d$." BH. 03& O RME, Ab, HER 15.4 roc dedu dd 
展开 定理 18.00, 


862 BEJTXESE (061.0) BE Ej29 SE EL PERSE RC 
定理 地 .8 HERH y CE Lala, b) ARRATE Lala, 0) riti 


Ie CER SERES 

y) sim | 之 IE (5), 5, ui) ds | ex (t udet (u), (62.1) 
yd —e8 [mJ y AM a PvP kry Oi * à 

iE 


pfe (us) — pit uj) = lim s | "fi P (udi) du. (us ta), f 
f& 90) - (0,0) LA, 

FEO — fe (6) 93:27 A + 0)) d 0) —1 (0) 7, 
f& Q) =I WBN (0) —4 DY. 


(62.9) 
为 了 证 明 的 准备 , 引 人 两 个 引 理 。 
KIRI (61.2) — (61.4) EFE d m p.035: 
(i) B(A) =i (An) 0f A; (62.8) 
(i) LOS) 1,0, —0 的 Av; (62.4) 
Qi) fA) — 5 (ue) = eo ff] Ay (82.5) 


引 理 2 4 o=3 A) #0 it, 
b 
| | 84 (05, A) E CA) tg (5, A) [dt = v S GSC , (62.6) 
[lax 3) 4-0) na (t, 2) [dte o3 aA). (88.7) 
a 
O Cnty BD Leer E NEUES 3 .P pem 


EHRE TERHERNE g. Hb, i Ca, PCT T EX PE UE RNC 
EREA Leer BYBEHESSNENS II SIR TE(I.9) 7 (61-4) IE EXCESS, 


EE I com 


208 4 i133 Eik INE 


B|ZRiBnB9RraB 因为 Lacie F2 EERETOEUHZRER, BID 
'E BEER SUONI STE ENAERE A 19 P, 
TARGE EA m. A) 与 ms Q2) BEBE 
组 合 。 将 它 除 以 不 为 0 的 常数 以 后 , 和 特征 信和 相应 的 特征 丙 数 
不 外 乎 有 如 下 三 种 可 能 : 
Sau, 0) ， 
1 (E, A) 了 
wg (f, A) a 
EELO bas 61.12) A h (AW (61.12), 在 第 工 情形 里 ， 
由 于 讲 明 otes 满足 边界 条 件 (01.3) ~ (01.4) , MCRE LO) =A) 
+0, IER 2 情形 里 得 LO) -- 1 0) —0, 3658. 9 EE hL) 
一 本 (A) Too 
5x8 2 的 证 明 将 在 下 节 和 给 出 。 
定理 19.8 WEA ”由 定理 198.5 及 省 的 注 和 引 理 1,23 有 


g (0) =s-lim{ > (| | 43 (8, An) J- £, (A, Mta (s, An) Pde) 
| dq 


5 一 ~ ~” 
«(| y CO Gr, (8, A49 Fha An) ms 8, À4) ) ds) 
* (m, (6, As) TÉ, CA) a (f, And) 


十 之 (| be (SAn l 2ds) (| ym) ds Yas (t, As) 


ET UPS 


€ xf EZTEN ds). (| v (3) BaS, Apr} dS Ja» (f, he) 


|. 4€(62.0) E (62.0 FRI, E &—2A 3-20 mao v0 便 知 在 
la (A) =a s) = is EO 的 和 24 AAD 0 IHE GO 0 A ~ 
(一 Xe) ms 但 实数 内 关 0， 从 而 利用 避 理 2 得 

[taies A) Hu Os as An) Ede 
ini Vaso, Mtin) Ha Cnt iodo ls, Antio) | ds 


站 Mi. TT ~r 


862 Ricpudm (01.0) HGS EE HE 598p 
b 
+| [wa (84 Dn $v) hn do) mas, Antin) Jags} 
— Jim £— 9713 (0, (&, 4-49) ) oN An 2-493) = Pas 
vin 


TEn EB y () BE BOSE VE As BJA (Lala, b) 中 的 内 
BUS4RGG) ,w(9)) , 
— bn WS), ms, A) JI (GG, An) 
— Hals (S) , als An) )m (5, An) 
— Ha. (g (S) (8, An) ) Bals An) 
— navis | (8) alsy An) ) va (f, 4). 
SEX EE IUS) = b (4,9 二 0 B. (C7 A090 IF, ge 
5 OK) 0 OC — M) ibina b 0 0 0 Amn} a 9 
HRF A. 的 情形 一 样 ， 王 OO — b O0) m Om AV) Ge — Ha) 中 
I aa — Dae) £0, 从 而 得 


b 
| [23i (5, Anr) | de 
2-3 |æ (8, Ane HED) Hha Au HEV) ta (5, Am HV) “ds 


b 
+i H4 (8, À tEn) Hia Ane HEVI EalE a Ar HEU) *ds) 
-lim(—v^5 SE) 3-9 IN hn ) T 


= (Hast 77 Har) 。 . 
FJ BI dard ETSI y 0) 的 展开 中 对 应 于 Aw 的 项 泊 
— (ase —7 Haw) 1 0 (8) » a (8, Amr) ) D2 (Ey Aur). « 
iX, P Efi TIS «EE l (Ar) =h 03) —oo 的 情形 成 为 一 . 
RBBH, MELS (2) 0 时 
IO m uae (OL Ag 7, DIS AY mae (C — Aa) 3, 
P ASIDE 


D LO UFA Am 是 LER SE HS acc 15 (002 7) BI cud eie Bde 小 >0 
TIE T 


240 $í 183€ de sh Pu RI 
| wa (8, Ag) ds 
Tim] ll, (Ag HEV) RJ | oa ($, Age d- $9) 
A hp dt) ma (S, Aye Hin) | 3d 
+ 1, Oa 4-40) RJ a (2, Aar + dv) 
+ ae inital, Aq d- dv) | as | 
~lim{ - X (D. (Ae 3-40) ) SO drm 


vh, ae o) [* ^ ml (as Hin). 


Mm (ax ~ pae) 
dl 


于 是 可 知 在 上 而 # 直 的 展开 中 对 应 于 Av 的 项 为 
— Uaxeease Cae — Haie) TU CS) , €a(8, Ap) ) Ta (5, Aye). 
55— Jr il » P3257 FR ERR 
(6,00 —15 090) 7; 2 500 800) (0) bs 02075 
to OB O) 05 00 —8 09) 7 
WJAETEAMBUX 
va CF A0) A we — Bas) CF. ha), 
Mab CFP AS), 
Hinr CE Aa) 及 Harta (Mage — Mae) EF Aa) , 
BA y (0) 可 表现 为 ' 


-yO lm | X sco; zea] a, (0, u) dofi (a), 


y Ta E 


TEHE ta >ti, 


PÍT” Ua) — ir (03) = Ari) 了 OU tia) Pg END i 


pis P Cua) — pis P) = pit (ua) — pi P (us) 


- — (d. 0) +h (3) 
E — s 0.) thA) g 
(ori) | Ci Ma. ud 2 (a (^) 一 (2) É 


v3 


^ 


$63 pss 2npzrug 2n 
pi 7 (uo) E P5 j t) E Gam) 7 L TA, 
TEETH E CO. (5, 3) 72 ET 


$u— $0, Uatt, Ug-d-do, u-L-iv, wuQ-— 6o 
PELIET KRAER E, E o HEERA, mii RARE 
Ua, Ua TRISTIS Any Am Ar 不同， 
H&H (61.7) 5j (61.12), GLIDA 140) —L Ahh (X) =h h A), 
因此 ,利用 正六 2 的 任意 性 便 得 浏 定理 13.8。 


$63 引 理 3 的 征明 


MES 18.6, T (A) 的 极 仅 能 在 和 至 画 的 实 轴 之 上 , TEN z 
Judi T.H. S0)-—v30, HI 2E z zBpiligdkdd E, 


Ll gi (b, À)2--a (b, ^) 
hA, z) va(b, À)z--ma(5, A) 7 (68.1) 


在 ! 平面 的 图 C» (的 图 周 .上 变动 9 , 且 C, (人 ) 的 第 径 为 有 限 。 

这 图 €, (3) 的 形状 可 如 下 求 出 。 首 先 因为 对 于 芝 周 AER, 
图 中 心 与 oo 外 于 对 称 的 关系 ;所 以 适合 

h (A, 2) 9o, b C, Y= JB OO) Barb 
的 zx 必 有 2 一 2' MEX. x ESSE CSOD rpop ev E 
与 €,0) 885]BES3EZE, 因此 ,由 于 对 应 2e 的 共 形 性 ,通过 zy ai" 
HEATET PMRAM, A =z", FE h 
hi —gs(5, A) /ma(b, À)) — oo 

而 知 辟 C» (A) 的 中 心 为 | 
(A, walb, M /m (b, A) = Walta, Ba) /Ws (cay rg), — (69.2) 
Asti iB] C's LAS YA), 作为 读 中 心 与 图 周 .上 的 点 7,(%, 人 0) 


 -— — —— "—— —- 


O AJ AARE c» 3707 i A AARNE E 


HERATERE. AHERE TEE D ng A TE A TOR: E 


242 2 18 xc — d wc dE ES PB 


的 距离 ,可 算出 六 
| e, A) Wy (ts, Ta) | 
| walb- A) — Wy (a, Tg) ^ 
fH hat (61. 00783 
Wt, t3) = Wolt $3) =l, 
5:8 (61.6) , (61.7) , (61.8). 7 
2| las (d, X) dt —2o| a, (t, Aalt, Tdi 
—4Wo(ss(t, A), watt, AJ) — $W oUa (4, 2.) Salt, À)) 
一 — W leali, A3, al, ADs E oA, (63.3) 
因此 和 车 果 为 


rN) e| oa 人 3) {de (0-84) 70 D, (63.4) 


Wa (E1 Ta) 
Writs, Ta) 


其 次 ,我 们 指出 j 
AE o= DA) 0, RUIB] C; (A) BRAR 38 0E ER 
b (A ,2) 2, HEIDE HR EB. PE E FF 
AE RAHE, H (61.7), (08. 8) 8I 
S(—22 (5, A) /watd, A)) 
— 91sfm (b, A) eab, X) — walb, A) /wath, 2E 
— —974W,(zs, Ta) / |za(b, A) |? 


2 |a (3, A) |*dt/ | v. (5, A) E^, 


又 因为 和 ORI. EE] Os O) 外 部 的 无 限 远 点 co 相对 应 的 2 2 
面 的 点 —22(5,41) Sa lA) , HE EUR UJ. EA, BEELCOS 5) OE, 
FEA PA (68.1) Bi 


Us (b, AJ i As g) Em (b, A) 
walb, A) f (A, 2) wm (D, A) 


| (63.5) 


| 


(63.6) 


-CC 


£62 nt 2 HAER 245 
in 0—3:3(X) 0, RI P, ZÀCETE] Co 的 | 
P339 O8 ER SQ «0 (S0) —0) SED, 

A ifi dr (68.65 ,55(2) <0, 9r Bit i£ —2)-03n 


ài PACAS OTO Hm (5,23 mtb AMO 2) H-a iM |>0 
Talb AM (A 2) Hom (5,3) — mec b A) LA HR (b, X) 


SUE mil 
tH uim 十 机 (À, 2) £2, Hia (A, 2)223) 0 
ait He, AAH (61.5) 59 
2o| PERAE? 
D 


(68, 7) 


= (Won, Ios, gtiza) —W (vir Uns, æ Hiza} 
RAHELA 
Wolar 十 和 oa， 244-103) 
= Wolt 2O 十 了 (os wott Wotwm, tatt Hoty) ta) |1]? 
= 1+ -98) m 
便 知 
AE o=) E0, R ER C» 00 的 内 部 或 周 . 上 
XU 
| [os À) Heals, A) | 3ds co 33 D) Bi o 3 (D) 


等 价 。 

zin Es ME COO BIER 390 8] xn - 
如 时 o=) 90, Ju ÆA Os 和) 的 内 部 或 周 .上 分 
xm | | 
| ie. (5, A) Hie (8, X) Asc a CO k - ox) 


Ar Dh o 


(68.8) 


un 


HE 


Tí 14 X€ — Weyl-Stone-Titehmarsh-K odaira 
的 展开 定理 


展开 定理 13.8 ERSA F Lia 0) 一 人 的 系数 a CO 假定 为 有 限 


BIKE Ce, b] EARR SARAR FAA. MERRET o0 ENE 
Ri (a, 0) PSSESESUEESHIE, ET L 在 边界 点 t=a, 1— b EE RR e Rie? 
EREI FEPER EAEn XXHIOGSIEGDG TUIS). 9 内 部 的 于 区 
IH] Le 51. MOST EPBHEC ES] Le b^ 1 PREE 13.8 38 25 HE bt ME E Ae ERE 
e jc，z 个 b， 便 可 得 到 标题 中 所 提出 的 展开 定理 。 这 样 一 来 , 不 仅 是 
Fourier Arink Fourier Hehi H AF Hermite 4y. Laguerre gef, 


Bessel PHA SETTALA AEST E ApH AREA AER, TAER R NE C 


PET RSR. 
$64 APARIR WRAN SRRA 


FIj 3 RES LGIEa-——oo, b= AER e, 
o2) 9. inl 3B Áo, 

l La(G)-—Aee), QOxt«oo (64.1) 
的 所 有 的 解 etii C L,(0, 09), HERT L Æ £7 oo PS ERTRE A 
XJ (dimit eirele type), S bXRARPE T JEN PAY L, É i= co 
为 极限 点 型 (Himit point typs) 。 我 们 之 所 以 能 够 和 Ae 的 值 无 尖 
Hooky 上 分类 ,是 由 于 下 装 的 定理 。 

定 建 14.1 和 如果 对 于 某 复 数 Ao, (64.1) 的 所 有 的 解 都 属于 
Lat0，co) ， 划 对 于 任意 的 复数 A, Iam 一 ?x 的 所 有 的 解 也 都 属于 
LaO, co), | 


OG IE 工 的 基数 iO EIEE Ca, RERA a RIED XS a — o, 
D = o6 " PFüubnfEBRIBI S815 IH 7H ia 
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三 明 Sx(04. 1) bro EAE pG), b CO RI 
Wilp, Y) = Wale, jn —1, 
2H» 2. 
区) 
ETER E ka TAER R e A 6 AXHHBGXUAEEPAE €i. Cs hF, JAJE 
$38 6 
e(t) —o pit) Fesbtt) 
FA | (GGG - o) iD)eQodr, (4.2) 
Han T: PERSA 
a (t) «9! (E) Hoah (4) 
AG 
所 以 鉴于 p 与 诈 的 芒 性 独立 性， 必 可 适当 地 选取 所 与 o 便 (人 
在 t=c 满足 任意 的 初 值 条 件 2%() =e, v (0) =a, hE 
Las) —6Lup (45) Fes nb (E) + (& — Ag) AW iCo, dett) 
[| Use (4) 9 CO Lab tt) o dx) 
— chop (1) Fesh (£) + (& — A9) (6 (2) 
tof (Oto o (Od(Qa(d3 
=Aw(t). 
i 
KR 102-0, $i js]s 一 (| [eC Ide) ,因为 e, VE 


I4, 00), Bote M EATS A EB, lo [sRM, E 
Mgr di Bebwarz TRA 

áp (04.252JÀ—- T HEBREW Volterra P514, MaA RME — 03 82. 
- -PERIE 


— -= du. — —Ó —ÁÓ A — k— 一 — -e e cs m —À -- — 一 一 一 一 - - --- - LR c iiri a 
er pr r UA 
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Vg eco ss ael 


«M (Jp i HIE D leles 
REH (64.2) ke HAA Helt eD dom olere f8 
jl. Ce] + |a|) M -HAIA Ao M lelo 
Amd e 充分 到 ,使 M ORNARE TE Ai 型 ?< 二 人? EA 
[e sm Ces] + leal) M, 

ADART te B8 6, 所 以 wE La(0, eo). ERE 

EL 和 上 面 一 样 ,车 对 于 某 个 2o, 

Lth, —— 00 i0 

的 所 有 的 解 均 E D4(— o9, OPRET L dE t=- oo ARNEE; 243x 48 
” 件 不 满足 时 称 算 于 e 在 t 一。 为 极限 点 型 。 

WES tabab 时 ,因为 

| laata, 29 Haale, Ao) [ds [^ [æ C8, Ao) rs 5 29) [2ds, 

dtt (63.8) , + 


And e= R Go $0, BET Deb ab E Or On EC y Oo). (64.3) 
TJÉ. 
AE e= R o 0, RISE C. 04 一 站 o) (64 4) 


所 定义 的 CLOS) WERNER > 0 WAER, ERSE HEERE 
一 后 。 术 葬 种 情形 分 中 和 鼻子 L E ten 成 为 税 限 加 型， 极限 点 型 的 情形 
相对 应 。 湛 实 也 就 是 因 疙 这 个 入 艾 地 了 奸 懂 极限 图 型 ,极限 点 型 的 。 

MEHR AHE CL OO ESR APIR fo. hs MAh (63.8) 可 知 (a (£4 24) 
T pg CE. 24) 与 (4 (E. 049 Mr Hs (54 3490 M TRIBG EP D3400, ce。 于 是 作为 
EPEE AAA Damm Asc BAE € Lal, 902, Æ aO 威 为 -一 点 
的 情形 ;05 Oo) 的 全 径 ra Oo) 必 满 是 lim ra 09) 0, 从 而 这 了 时 肯 (63.4) 
Talt, Ag) E La, c), 

极限 点 型 的 例 md AS-ÜÓ, -on ataco, 
在 此 情形 


ft A009 w At Aal 2) — N/A 71 Sin V/A d, 


ME 
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在 ?= oe 是 楼 限 点 型 可 由 SOO-ev-0 nM UC 不 属于 £405 9 而 得 
4n. A RaP FY 不 属于 Da 02, 0, Bp BL £5 — o5 也 是 极限 点 
^. 
极限 图 型 的 例 ”同一 方程 x" 十 ?7 一 0 如 昌 在 有 限 开 区 间 【一 二 D E 
BRIR 划 在 边界 =l, t= 一 1 PRERA., 
$65 Woyl-Stone-Titchmarsh-Kodaira 
REFTER 


由 (62 .1 及 Lala, 四 中 内 积 的 连续 性 有 E 
(9. 的 ws 一 | yo as 


— lim f )1 NOD ds | Das c. Wat apto. 


由 此 ,将 9 TOR y vz(o 29 35340) 可 得 : 
如 果 y(t), z(t) € Lala, b), RU 


(2). || vC 20 di 


= imf X Lime as [D a soot] ast Go. 
(65.1) 
FENTER Yit), ZU) € Lal co), E 
| —oco«mg«a «xb «-b«co, 
y(t) = POLUM a) = {os 
HE VO) 及 zl 看 作 是 属于 Lale, D WRZ , i (65 1) 3 


| rozoa 


o» m t J , È, | b (sJ (s, e) às| | AO Talt, u) dpa) ` 
(65.2) 


248 € id Eco Woayl ione Piéchmargzh-EKodairra imper mz 
可 是 和 如果 证 当地 取 四 一 co 6,702 的 实数 说 的 话 ; 可 以 过 
X FRY: FEP ma A 与 ma (A) ,使 得 
RAE 350) 一 9 天 0 的 点 ， | 
lim 5. (A) = Mt] (A) , nm J (^) = ita Ad 3 
"并且 在 所 有 SQ) = 0 A0 BR, FERREE, 
fii^) = Wim Ar A= On A) 7402) 7), 
fas ^) — fa (À) — lim Fur 9 X) | 
a Ema A) — a ATT 
fe) = Em fig?" (4) =B mA mal) (ms(A) — maA). 


同时 是 


(650.3) 
(65 . 4) 


$9395 时 . 
i 685.5 
Pir Us) — o; Qa) —lim ap d | fa (T iv)du | (68. m 
面 定 兴 的 两 数 ou Q0 Ev BH RRELA A EIBUy. H 
二 p QU) BU EN EX v, 有 , 
Em pfen? (u) ps0). (65.8) 


于 是 在 (65. 细 中 取 aa bb, IA no 便 导 由 
| rcozoa 


«m, f Boro e Ee on 


Y i, k-—l 


iif F REEN ERG, 

定理 14.2 Br oni. A), vQ.0, A) EATE AR PF (61.6) 的 
Lamhe 的 解 , 如 果 按 (61.12' X (61.12) XE 9 EO) A bA), t£ 
(60.3) g£ 3. maA), ma) AE (60.4) A (65. b TE Pt 852. 


G RAER H-T- Ba OI LETER E 9-87 
RIER, —— ERE 
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REF F(t) Z) E Elmon, co), 
Ea- 一 一 -一 一 一 b — 
(Y, Z) -| P(O FO) d= lm | YO ZO 
ty Fe, ht Tos c 


á 2 "(6 — 
= nm Jim D || F (a)i; (8, u)ds | (65.7) 


G'I—eb']e Te J'y d, 


b" m- 
x| | Zial, w) dt | dontd, 


E1 rmn T aE RRB e RNR 2 PUB: 

E. C. 'fitetunavrsh: Figsnfuneition expansions associated with seeond- 
order diferential cgual«ons (Oxford, 1946}, 

JERE: T EPE ODMPBCOBOT 9 BUS HRR Oon TRR ESSE 
$P 4 E (1948) , 

吉田 赫 作 : 积分 方程 式 莘 ,江波 全 书 (4950) , 161 页 上 以后， 

吉田 耕作 : evano rZ. JkE36RBO952),119 ALe 

P. A. Coddington and N. Levinson: Theory of ordinary differential 
eauaiiong (New York, 1955), 222 HLE s 

Bx. mit H. Weyl 与 M. H. Stone PI A RD, A F TE EDI E T 
(65.7) IPHI RETENIR BE ABES rih), EEE S8 E. (o5 00) 可 由 
(63.4) ~ (65.5) 具体 由 求 出 却 是 田 了 了 itehmarsh 与 Kodaira (JYP) ETE UU 
Bg. ZEE Ze PPDDDESSIi.2G BR y W-o5-T-E Ripe, 

zES SEÍPEREREHS (65.3) HEMRA T SERIEBH SCERTESIS BEXHDRRSI-P BT. 

首先 ; 为 了 标明 109 的 定义 (62.12) 5C 8 TEES SEREUSE . 
l5; 8). EE hb 05 8) AFH C40) AAEE (64.39) ~ (64.4) px. 


Ta 在 i 一 oo 为 极限 点 型 的 铺 形 : 因为 在 这 种 情形 下 O. C) 
为 一 点 ,所 以 存在 和 实数 有 无 关 的 极限 lim h O; 8) «0. (A), 而 


只 须 对 于 任意 的 实数 B. 人 
mali) =lim h (A3 B) 


RAAT AER S-OÉER 
maA) = lim {=a (b, A/e, 22). (65.8) 


BHEE t= 一 => ERR R E A 
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my Q) «Dm (—2 (a, X) /as(a, A). (65.9) 
丸和 于 前 一 情形 下 ,由 683.8) 得 到 
| |, (3, A) --h (A) tas, A) | dem o3, 003 , SA) 90, 
在 上 和 式 中 分 六 ->oc 得 
| 和 A) maA aa (5, X) ds eT (ma (A)), HN) —o 0, . 


因为 其 中 的 ma (X) 一 DO (A) 当 (0 —v 40 时 为 有 限 ;, 所 以 
"o Un, A) dr ma (X) vas, 3)) € D4(0, co), 
a L; Æ too 为 摄 限 点 型 时 , L= he BERG Büch mI] 
Lat0 oo) BUE zt A) 谍 为 这 个 (m, 站 十 ma 人 oo 人 22 的 常 
数 异 ;因此 由 (641.6) 人 恒 郑 
如 果 求 得 上 %w 一 Mw BSfRIÉ x (6, 2 而 且 满 是 
o«[ m (£, A) |*dt «oo, (65.8) 


Ru ma (À) =s" (0, 230 /m(0, X). 
同样 ,在 i= 一 ce 为 极限 点 型 的 情形 也 是 类 仆 的 : 
AIME XT Lum — Ae BIBSE el, 入 ) 而 且 满 是 | 
o« [^ lat, 2) dto, (65.9" 
Rij 1a (A) =r (0, A) s0, Aha 
D L=-y" hE., Ainii HATE, c, C. A) =O A f, Taly A) 
= (v a)i sin v/xt, Wei $0)0 时， 
Sia (A) = lim {— e(a, A) /T3(0, AJF 


= X lim eos wv iarsin w xa 


=- hi, 
间 样 ;也 可 得 ma) — x £— —m,L029., BUR 


SS 


€ AR BO) >O, Eal, 3) ec X BOR (0, A) 1, 0 | [a 3) MERC oo, 
BD APT XC OA o (0,2) /2(0, 3) 2 X4, BS (65.8) r6 


« $65 "Weyl-Süume-Titehmarsh-Kodaira fi JEE SE opi 


alpn Q0 /du-- (m, (4) — ma(u)) 1) -- — Ww) t 
Nu 1 (DB uj >D, 
Ü ux0, 
dajsa) /du — mapa (Qu) f du-- 0, 
3G pas lE) du zs ma QO ma (Qu / nq Qu) =- n. ))Y- 8 V uid) 
可 [v HZ ul. 
U uzi 


iln (65. 1» no 
| Y (OZ) dt 
= Jim lim f (2a 8) 3 du] | F (8) cos s/u s ds 


T | a, b'to 4 


T Zt) cos ~ t t dit | Y (s) Bin A u s ds 
NE 
“| ZT) sin Juil. 


如 果 把 积分 中 的 变数 异 V =» 改换 为 "那么 易 知 上 式 丛 好 帮 
Wi L,(— oo, co) 中 Fourier 变换 的 西 算 子 性 Y ,Z) = (SY 82). 
(7 。 再 者， 所 有 技 Bessel Hgt Hermite 和 多项式, Laguerre 
FER, Legendre 多 项 式 等 展开 的 古典 定理 无 不 包括 于 定理 
14.2 之 中 ,这 方面 可 宏 考 注 1 所 附 文献 。 - 

L, dE 1— oo (t= 二 co) 为 极限 圆 型 的 情形 :如 果 SO) +0, 
HIS B 在 实 轴 上 变动 时 , b On, 8) BEER PER] C» Qu) 的 周 具有 中 
T | 

—W (2s (b, ho), (5, 9) /W (malb, do) sra (bs Ao) 
RPR ($ 63) 
(21809) | | lalt, 29 Pae), 
EAS 09) A0 1 TE VEL JE Ao SEHE AR, HL bR E b'a 


"ETT āo -= . — O T Ta Ap -| LI n- MEE CDD TF Ő LM O 
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Oy EO Ao) ((64.3))。 因 此 于 (A) X 0 3E RU Ma P CR 
(, A) joo HE A ZEB SCR ARDA R R G JE BC 
界 的 。 如 果 G 的 边界 曲线 OG 为 有 长 曲线 的 证, 期 由 Cauchy 积 
JAAM 


ly (A3 — b, (1) d, 


d 2G P= 


因此 当知 与 A. D 内 部 的 财 域 C5 上 变动 时 ,有 
[Es 043 — bs 0) ERE = UA | A idel, 


ag | 有 一 由 p 
mi (5 (4) Foo WAE G5 pu uj Zee, A fibe ax 6.5 [si 
BJ 3A BTE A PRERA AH] 3C EP 7M Oc Borg T3-ES EX] 二 ,村 
(bn t00), FERES mA) 一 Hm S, 0) ET 同样 也 可 以 定 
X omóQ2g. 
B XY r"ir =D, dux, X; m, A) emen NX d. mob, A) 
=A X clgim e At, 所 以 ,例如 合 r= 二 0 5845 


mna (A) 一 lim LA, 0) — lim -一 -VT cos /Ko 
71 "nalla — 
y 908 VÀ 
^ À zn X 
— AJ À 668 A À 5 


À. 7m! A, 0) — -一 
m) 中 ) bm un Ab 


= ma lA); 
于 是 ,用 于 一 (at — ma(A)) 7, — ma A) Ma A) Gn) — ma A) 
iR B 
l Ge u = (nt Dr 4. Bn-0, 1, 9, --), 
(noe)? (XE A uw — nm bI ni, 2, e90, 
B yx (0) CA Ef nt 1e Ap 38r nt 1 B) HE GEL REED E IRE. oes Q2) 
RFE na 增加 (mr) BI EP S JE S EH ZEE , HT ELXR ARAS p: Gn 
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e. 
= onl XEPHXER. Ti (08.7) 8 uk: F Y, ZE D, 


Parsevel ŽA | 
f xcozoa- 3 [ vo cos {ntD sel as 
il -一 一 -- 
| E) oos (n2) at 
«il? 1 à 
+E Y) sin (nra) ds- | Z(t) sin (nort) di 


Ere PEE, ROG VT 49h o, B AERA fit^] S) Ng 7s 2 a — T6 THAT, 
并 按 它们 化 Fourier 式 展开 ,也 本 得 到 相应 的 Parseval F Æ 
于 有 关 极 腿 图 型 的 其 他 的 例 可 穴 见 注 1 所 四 文献 。 
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xx Em 4, 5, 7 Haa Hilbert zzHH.,2 3,9 HzceymmINT 19 USE 
多 习题 ;将 翻 学 的 很 适宜 ) o 

1,5,7 PHE 1032 4p, 3x4 ESCRPHHISTURVEE ERA A 2 E dE 
1980 年 前 后 季 赫 地 侯 研 究 的 。 在 这 些 书 中 所 展开 的 一 般 再 花 真 内 第 一 葡 世 
瞪 天 战 精 束 以 来 特别 有 获 地 应 韦 在 桶 微分 友 程 的 研究 上 ,以 Conzrant Fris- 
drich Jy Ba IR, DL L. Sehwartz J. Leray PDEA Aik, L- 
Garding, L. Hürmander BUE se JE E EMA I. Fiai fü (1 8S] 
— dii ae PEOR a -A E HER HAEA 33TH UE aK, ie 
KA ABA A N irera ROEA o 


eo — Tr € - EP. —m—n- ^ 


后 到 205 


AO ,YBURAUTIUSOE. EETXLEEAGOagmWC TG iE. CERTA 
Vid E RHR TBR UB ISCIEBUE T IB EL FOIE SC BZG M ELS SEG H 
其 中 主要 多 附 记 隆 下 。 

如 站 9 Aiii, it Diriehlet zz EB BER dI, Diriehlet guy Neu- 
mann 问题 即 可 解决 , Dex ub A An (02.1) Gg Wer Dirichlet 3f 
TRPEZA. HMA HRM E Green Hii Neumann [3B 
Bü. Diriehlet 问题 或 kenmann S8 n] £38, KT- IARBIESS 2E 
(96 FDS JAY S. Borgman 的 此。 

Jl 75 Elli "B TR RC 29 SUBE H7J5E RT UIT E, Ure £68] 7] SE ARR 
BESTA "fit co PST ERR. Wiener Boedo Shannon 的 < 信息 
ib. AEA RER. BERA. TARA EER E 
TPE Pa DAE EISE aA T TAAS", Ri 
A hide V MORD DVEDEPMOReBUBUM. STRAW, aep Wiener 的 书 。 
ORERE! SES. 06354 DR AEIR, 1960 5 

ARERR 19504 ERR Æ BÀ E. Yogda: Benii-group theory 
and ihe integration problem of diffusion equztions, Proe. Int. Cong. of 
Math. 1054, vol. 1,  1— 16, x Ej 1951 年 以 后 特别 在 Mapxon ibd EB hv 
HERMA E Ut SEIS «D Puit Et —-5 PES M, 

$PR AR RAER E dE Fvedholm 班 答 的- 一般 化 ,全 Volterra 
aag Fredhohn AUBSYERERAARGSPRYEREHIOEGBAHOGERSE. Amn Zt B880 in 
N. Wiener: Fourier transform in complex domain, New York (1034), 
p. 49, py N. 工 Meuskhelishvili: Sineular integral equations, (Groningen 
(1853), JF Wiener-Hopf 对 前 者 的 研究 ， CIMA IRE AREA «T OE SRER 
BEA E -B PARRE NOBIDBURPERUBIAEZSNEHSPUCH 
JB eRka 

WREE SREI A 14.2 REER, JEA E dt 
kr Hp H RH E T RR RE R ER, RAA e EE 
PER ia Y . BEBREEIESCBDSEECE LS breti m ea T A A B 
BIR FPE BE 2 o RC TAARE Eit E. Titehmarsh, 
F. I. Mautner, L. Gárding, F. E. Browder, S. 1to, J. Sehwartz 5E A $e. 
E E ES BERESE BHE ETR RAT HR ee RAAE: 

Mautner: On eigenfunction expansions, Proe. Nat. Acad. Sei. U.S. A, 
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30 (1853), 49— 53, 

F. Browder: Eigenfunetion expansions for formally self-adjoint 
partially differential operators, E jg] E- 421956), T7690~ 771; IL, 870 — 873, 

L, Garding: Applisations of tbe theory of direct integrals of Hilbert 
spases to sume integral and differential operators, Univ. of Maryland 
(I9545. 

S. Ito: diee, 25 7 4& (1955), 第 3 号 。 

HEER pE UR JPEPUEACT S ERE i3. Fréchet qu 

分 之 类 的 与 非 避 性 分 析 有 关 的 活 疼 导数 的 构 合 日 散 最 得 量 要 起 来 。 好 在 天 

头 所 引文 献 中 2 和 3 都 有 涉及 Fréchet 微分 的 部 分 ,该 堆 不 赎 套 及。 


- i} 


BÉ 后 a 
E 道行 


证 丽人 牙 析 是 一 问 很 新 的 数学 分 支 , "E Ff tiega 80 年 代 才 初 
步 形成 的 。40 年 代 以 来 泛 画 分 析 发 展 的 情况 证 明了 它 是 一 门 应 用 
iBJ"./ECTCBPPEWARBPACSURL. 泛 蓓 分析 已 轻 成 为 近代 数学 许多 分 
支 的 重要 工具 。 例 如 徽 分 方程 理 苦 , SUI ES EE. 概率 论 , 计算 数 
学 , BIER. EEn, 微分 流 形 理 识 等 都 越 来 越 多 地 引用 着 泛 男 
分 析 的 中 点 和 方法 。 作为 数学 方法 , CERTAMEN AD 
学 中 应 用 的 前 景 也 是 非常 吸引 人 的 。 最 近 发 表 的 一 些 著作 (如 
[20], [211) 中 指出 , 泛 画 分 析 将 进一步 应 用 济 控 制 痊 ; 核反应 理 
Bár iq oa 25 Bo 

Iz E UT MEO IE POCO IE BM A EC LARARUDUDCT vs UR 
举 分 析 的 许多 重要 方法 ， BU Bir, ERST RU AERE ERR RE s 面 
且 络 合 了 几何 的 和 代数 的 观点 和 方法 。 更 重要 的 是 由 于 泛 画 分 析 
在 各 个 方面 的 应 用 , 接受 了 各 方面 的 影响 , 因而 提 烘 出 了 新 的 、 让 
富 的 分 析 二 法 。 所 以 泛 夯 分 析 本 身 阳 在 它 的 内 部 出 现 了 许多 和 菜 新 
的 分 支 。 现 仿 要 在 一 本 书 中 较 全 面 地 轩 浊 活 范 分 析 的 各 个 基本 理 
论 的 要 点 以 及 列举 一 些 重要 的 应 用 将 是 相当 难 做 到 的 事 ， 因 此 不 
能 对 本 书 提出 这 种 型 求 。 

这 本 书 能 以 很 短 的 适 幅 ， 介 绍 了 活 轴 分 析 的 一 些 基 本 为 法 

尼 们 在 微分 方程 , 概 玲 给 和 量子 力学 等 方面 的 荣 些 应 用 ,亲生 还 
及 了 了 几 个 加 条 太 的 因 题 是 一 本 难得 的 书 。 本 书 处 处 注意 到 联 
又 应 用 (特别 是 对 徽 分 方程 的 ) ,这 是 -一 个 特色 。 
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KEP PI ELTEXHERSE INTE E MP UE EAM SEI ze H5 uc 
wat EPAR., AF AREE TEAR EZ I 
FFSH RSR 1E E TRUE A. rE Ay R 
ie. pAb G, 8, 9, 11, 12 3E n peA JH X5. 

FIBI SE ea B BAEPFsNSESIZE rA. 

在 lcurhxXRI AE, Hilbert 空间 太 其 中 算 子 的 一 
于 基本 慨 售 ,为 以 后 各 章 的 基础 。 圭 合 本 书 涯 慨 扣 出 了 在 微 弄 方 
可 和 量子 力学 中 常用 的 几 个 具体 空间 到 算 子 作为 例 。 本 章节 后 殿 
讨 了 完备 化 , EIBSEAHESI" XHOREEACEIMURUR. OUT EUR 
工 的 需要 ,利用 完备 化 的 万 法 IE “理想 元 素 ”, 扩大 被 研究 的 数 
FREER HAE T XECEKBSZE4E. Eh aE KERR HPpre- 
Hilbert RAHE AHAAA [11]. 

B 2 iT Hilbert H pi Ea Ha eR E URL 83 
表示 定理 -一 一 Riesz H, 2 Hilbert ZcBIMBSpg T X 2E EM, 
本 章 { 以 及 第 3 章 ) 又 用 Riesz BEREA EEA A 
Xü p HERRER, HHT DUE E EIE] m 00677 £x air 
中 的 Bergman £r (GEUS TAE 26 BARRERA MEARE 
Dj. ERAR EA — Res Har ep T ao. AHEHE 
FRA HEURES kA Eh EAER RS, An [19] 

A [19, a vh 4 jalo 

作为 正 奖 面 数 么 概念 的 推 0. ER 3 APA T OSEGIBOE 2528 
以 太夫 与 再 生 转 的 革 系 。 末 用 党 备 的 就 范 正 变 系 可 以 引进 安 闻 的 
SHEET , xxr n 2-5 rH Y PILAR [15], 

第 4 覃 和 和 稍 后 的 第 了 EET IBUSMSOUO-I EN 
的 一 些 Hilbert ZEIA. WAR REAT 
Milgram-Lax H, FMB S075 E 55 ET E NUPERU Weyl- 
Brhwartz 定理 和 Garding BV PROBE i M Dirichlet 于 是 
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KFH, IBIRPRAMULIEA RR A RREA RE AT SCR RD 
ES RRCA A JUES. 后 面 将 举 出 一 些 ([71, E113, [19]) 
MERENS., 

第 5 章 研 究 Banach ZR tA SE SB LE A, 主要 内 容 有 
Hahn-Banach H, Jis zen RILAR. AR 
AREARE RRR, mr Aes DL, MTA, pn d 
对 五 SEP EE EDISRER UA CAU DURS I. Ef RT AR 3 
i£ SB poe Hn WETEA [1] ~ (51, [8]. 

第 6 XEEK4PÁRT Banach 这 中 上 咎 子 的 另 一 个 业 机 定理 一 一 
共鸣 定理 外, EENEN TEDER. ik4ckÜDgdAS E 
学 ,天 体力 学 及 其 他 力学 的 理论 ,由 于 引用 了 测度 论 及 活 两 姑 析 的 
方法 已 权 发 展 成 为 数学 的 一 个 独立 分 支 , TEES SÉ, 信息 蕉 , di dd 
论 以 及 其 他 许多 分 支 中 有 重要 的 应 用 。 | 

第 8 章 与 第 8 XERCAERIRCT-T RE RR HE BEZSR. api tg M 
及 汉 曲 型 ) 的 柯 西 章 题 方面 的 应 月 。 算 子 年 群 理论 是 本 书 的 著者 
和 Hile füirüg. zs BABET EX, 3X m RE) GE, B 
I3rik bcm RH qo3exk Xu. XIII COE SER EGRE 
EEEF. ETRAS RA deis eh Bu y 
用 ;在 Hile £j Phillips 的 专 书 C143 中 也 未 尽 能 介绍 。 后 面 开 列 
的 文献 [18a] AST ÉBTSEBE HORE SR. LOC PAN SERERE 
Ri [BIN RI RIIAGEUE [18e]. MERKA 7, I, D18b] 3. 
IBI SEC Eel bEG d ZERI EUgIRSSEEAY BRE. 此 人 外, 关于 算 
FFERR ERARA A [14]. 

第 10 章 介 于 了 具有 共 底 的 Banach ZEB Eb 2 E SET 
Daesz-Schauder 理论 。 MTAA ERRA AENA, DE RE SEP 
iu BbEPDHbDEREHDSE 4S ICA m:m. 同时 在 应 用 时 , 在 许多 情 
AF. 具有 基底 的 Banach 安 间 已 经 够 用 。 假如 读者 需要 知道 一 
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般 的 Banach ZE LASMA TASA [1], [3]。 

Hill d2 章 主 要 是 介 友 Hilbert zeBH LEAT iM E, 
EER HARRERAREN SEIB EATR, 利用 Cayley 
^E tH (EAD) ARRA THRA StCTUPIdMESEREE TEH 
(EE, 同时 本 书 中 也 初步 介 稻 了 对 称 算 子 , 这 个 概念 还 是 应 用 
HJ R., PER SLIHRETY SEXEBCRY ESSE ROURCHCT- 7 k H 
对 一 般 对 称 算 子 的 扩张 方法 如 亏 指 标的 概念 ， Kpelin HM S, 
Hafixapr &gJ" XGA HERDRÉbIPJUt. BAI CA ACER 1T REA AB 
4t EHE BECYHRURE OESTE RE NETTE d P XE BAER 
BEXOESHERERRRE— FRE ZR [9]. C101, 

第 18 E 14 3kSCCRCRBIP JH Y OPE OAM ECT) GU BU RS 
洽 , 落 者 自己 也 谈 由 于 篇 幅 限 制 未 能 痒 彰 介 弗 ,但 是 在 本 书 中 所 介 
条 的 对 读者 仍 将 是 很 有 签 的 东西 。 EFAS, 除了 著者 所 开 的 
寡 考 交 献 外 ,可 参考 [18] 。 、、 

在 本 第 中 没有 提 汉 在 方程 及 州 算 数学 中 应 用 静 多 的 近似 方法 
及 不 动 点 原理 ,这 可 能 是 一 个 缺点 , 访 者 可 参半 C11, [23, [8]。 


正如 一 开 妈 所 襄 的 ， 本 书 很 难 把 活 画 委 析 备 分 支 的 基本 理论 d 


都 提 弄 ， 作 为 进一步 学 习 泛 画 苍 析 的 专门 文献 所 必须 掌握 的 基本 
知识 永 说 , 可 能 还 需要 知道 各 性 拓 提 空间 的 基本 鬼 念 吕 , 赋 范 环 
的 基本 概念 09， qi FEBR] UU 07, appe MEIN I 
LE BAIE E7000 1 JERRPEDEI ZUR EUM Acier tas 
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